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Vorwort 


Die Theorie des Potentials verdankt ihre Entstehung dem 
wesentlichen Nutzen, welchen die Einfühning dieses rein geome- 
trischen Begriffes in allen den Problemen der Physik gewährt, 
bei welchen es sich um Bewegungen von Massen handelt, die 
auf einander dem Quadrate ihrer gegcmsoiügun Entfernungen um- 
gekehrt proportionale Anziehun'gs- oder Abstofsungskräfte auszu- 
üben scheinen. Denken wir uns bei einem solchen Weehsel- 
wirkungsgesetz, wie cs durch das Ncwtonsche Gravitationsgesetz 
in die Moctumik des Himmels, durch das Goulotnbsche Gesetz 
jn die Theorie der elektrischen Erscheinungen cingefüiirt wird, 
ein Massenteilchen ra an der Stelle (xyz) von beliebig vielen 
Massenteilchen ; iiij an den Stellen (x-, yj zj) beeinflusst, so sind 
die Koniponenton der Gesamtkrafi, welche alle Teilchen nij auf 
das l’eilchen m auszuObcui scheinen: 


^ r.i ij 




, 'i y --». 


n 


wo die «j Konstanten vorslellen, rj die Entfernung: 

rj = VCx - Xjf + (y - yj)3 + (z - zj^j i 


und Richtung: 


(Xj yj Zj) — (xyz) 



uch der 
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Vorwort. 


Die Theorie des Potentials verdankt ihre Entstehung dem 
wesentlichen Nutzen, welchen die Einführung dieses rein geome- 
trischen Begriffes in allen den Problemen der Physik gewährt, 
bei welchen es sich um Bewegungen von Massen handelt, die 
auf einander dem Quadrate ihrer gegenseitigen Entfernungen um- 
gekehrt proportionale Anziehungs- oder Abstofsungskräfte auszu- 
üben scheinen. Denken wir uns bei einem solchen Wechsel- 
wirkungsgesetz, wie es durch das Newtonsche Gravitationsgesetz 
in die Mechanik des Plimmels, durch das Goulombsche Gesetz 
in die Theorie der elektrischen Erscheinungen eingeführt wird, 
ein Massenteilchen m an der Stelle (xyz) von beliebig vielen 
Massenteilchen, mj an den Stellen (xjyjZj) beeinflusst, so sind 
die Komponenten der Gesamtkraft, welche alle Teilchen m,* auf 
das Teilchen m auszuüben scheinen: 
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WO die Konstanten vorstellen, Tj die Entfernung: 

und Richtung: 

: (XjyjZj)— >-(xyz) 

' a-? 


repräsentiert, deren Richlungskosinusse ja durch die Quotienten; 


x-xj y-yj _ z-Zj 
Tj ’ rj ’ rj 

gegeben sind. 

Da sich nun X, Y, Z in der Form darstellen lassen: 


wenn man : 


X = - 


0V 

öx’ 


y 

z 


ev 

oy 

Cl' 


setzt, so sieht man, dass zur Bestimmung der Kräfte X, Y, Z 
lediglich die Kenntnis einer einzigen Funktion erforderlich ist, 
die man als das Potential der von dem Massensystem mj auf m 
ausgeübten Kraftwirkung bezeichnet. 

Fi-e -.s fie.; dieser Funktion V, als deren wichtigste 
die £..11.:. u.’;- der partiellen (Laplaceschen) Dififeroiitialgloichang: 

02y 

öx- öy2 ÖZ" 


anzusehen ist, hat sich die Theorie des Potentials im eigentlichen 

Sinne zu beschäftigen. 

Die hier besonders hervorgehobene Eigenschaft jedes Po~ 

tentials, eine partikuläre Lösung der Laplaceschen Gleichung zu 
sein, hat allmählich das Interesse des Mathematikers der Inte- 
gration dieser Gleichung zugewandt, und man könnte wohl die 
Potentiaitheorie in ihrer gegenwärtigen Ausdehnung geradezu 

als die Lehre von der Integration der Laplaceschen Gleichung 

definieren. ' ^ 


Diese Wandlung hat sich nicht blofs in der reinen Analyse 
vollzogen, eine grofse Umwälzung in den Ideen über die Wechel- 
wirknngen, denen der Begriff des Potentials seine Entstehung ver- 
an - c, IS mit derselben Hand in Hand gegangen; man ist von der 


V 


Voranssetzuog der Fernewirkung zu der Annalime fortgeschritten, 
dass nur ein Zwischenmedium durch stetige Fortpflanzung eines 
Bewegiingsziistandes yoii einem Teilchen zum anderen die Wechsel- 
wirkung zweier räumlich getrennter Teilchen vermitteln kann, der 
früher leer geglaubte Raum aufserhalb derselben hat sich belebt^ 
und sein Bewegiingszustand wird an jeder Stelle durch den Wert 
einer Funktion V (einer sogenannten Potentialfunktion) bestimmt^ 
welche in ganzer Erstreckung des genannten Raumes der Laplace- 
schen Gleichung genügt, .und der man ebenso, wie ihren ersten 
Ableitungen, die Eigenschaft der Stetigkeit beilegte. 

Die wichtigsten Aufgaben der theoretischen Physik laufen 
nunmehr auf das mathematische Problem hinaus: Potentialfunk- 
tionen eines gegebenen Raumgebietes zu finden, welche an der 
Oberfläche desselben vorgeschriebene Grenzbedingiingen erfüllen^ 
und unter ihnen sind die beiden wichtigsten: 

L Das elektrostatische Problem: Potentialfunktionen ge- 
gebener Raumgebiete zu finden, wenn ihre Puind werte vor- 
geschrieben sind. 

2. Das hydrodynamische Problem: Potentialfunktionen gege- 
bener Raumgebiete zu finden, wenn ihre normalen Ableitungen 
an der Grenze vorgeschrieben sind. 


In dem vorliegenden Lehrbuch der Potentialtheorie habe ich 
zwei wesentlich verschiedene Gesichtspunkte zu vereinigen gesucht; 
dasselbe soll einmal zur Einführung in die Potentialtheorie dienen 
(Teil I bis III) und setzt nur die Vorkenntnisse voraus, welche 
nach den gewöhnlichen Anfangsvorlesungen über Differential- und 
Integralrechnung, sowie die analytische Geometrie der Ebene und 
des Raumes erwartet werden dürfen; es soll aber andererseits 
auch (Teil IV und V) den Leser, nachdem er sich mit den Grund- 
lagen der Theorie vertraut gemacht hat, bis zu den gegenwärtigen 
Grenzen dieses für die theoretische Physik wichtigsten Gebietes 
der Mathematik hinführen. Um das Buch beiden Zwecken dienst- 
bar zu machen, habe ich einige Untersuchungen in Teil I bis III,, 
welche für die erste Einführung in die Theorie nicht von nöteii 
sind, in kleinem Druck beigefügt oder in besonderen Anmerkungen 
am Schlüsse des Buches gegeben; für das Studium von Teil IV 
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liisd V sind aber auch diese kJeingedruekten Stellen und Anmer- 
kungen eine vi“ v ’■ ;!: ■ Voraussetzung. 

Xachdem im I. bis HI. Teile die allgemeinen Eigenschaften der Po- 
'••iitiale, die Theorie der Kugelfunktionen und die Grundlagen der Theorie 

4er PötenrialfimktioEen aiiseinandergesetzt sind, beschäftigen wir uns in 
Teil IV und V mit der Integration der Laplaceschen Gleichung, mit den 
bisher allgemeinsten Lösungen des elektrostatischen und hydrodynamischen 
Prohleines; diese Üntewsiicliiingen bauen sich im wesentlichen auf die 
folgenden hervorragencien Arbeiten auf: 

C. Xe 11 mann. Über die Methode des arithmetischen Mittels (Abhand- 
longeii der k. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 1887)- 
(Die Gnmdzüge dieser Methode zuerst veröffentlicht 21. 4. und 
31. 10. 1870 Ber. derk. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften). 

H. Poineare, la methode de Xeumann et le problöme de Dirichlet 
(acta mathematica 1895). 

H. A. Schwarz, Über einen Grenzüb ergang durch alternierendes Ver- 

fahren (Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in 
Zürich SO. 5. 1870). 

M. A. Liapounoff, sur certaines questions qui se rattachent au 
Probleme de Dirichlet (journai de mathematiques 1898). 

Barch die Methode von Xeumann gelang es zum erstenmale, Funk- 
tionen zu -konstruieren, Vielehe im Aufsenranme oder Innenraume' irgend 
einer geschlossenen Fläche (i> stetig sind, der Laplaceschen Gleichung ge- 
nügen, an der Fläche o} vorgeschriebene Werte f annehmen, und deren 
sämtliche Ableitungen in irgend welchen Entfernungen von to stetig sind, 
falls nur die Fläche überall konvex ist (d. h. von irgend einer Geraden 
im Eaume in höchstens zwei Punkten geschnitten werden kann), ***'-^=) und 
falls die vorgeschriebenen Randwerte f auf m stetig sind. 

Föiiieare hat diese Methode für eine beliebige geschlossene, stetig 
gekrümmte, einfach zusammenhängende Fläche w und für Randwerte f be- 
wiesen, die mit allen Ableitungen auf ot stetig sind, aber unter den beiden 
folgenden wesentlichen Restriktionen: 

I. Es muss die Existenz der gesuchten Funktion bereits auf irgend 
“tüiic andere Weise gesichert sein; 

2. Es müssen Transformationen existieren, welche den Innenraum der' 
Fläche m in den Innenraum einer Kugel, den Aufsenraum von w in den 
Aufsenraum dieser Eugei verwandeln, Transformationen, die gewissen 
Stetigkeitsbedingangen genügen und vor allem jedem Elemente dco von w 

'*') Die wenigen in Teil IV und Y kleingeclruckten Stellen mögen zweck- 
ißäfsig auch bei dem Studium dieser Teile -zuerst übersprungen und erst 
naeliträglich berücksichtigt werden. 

Ein ausführlicheres Litt eratur Verzeichnis findet sich am Ende des 

Buches. 

Den gleichfalls ausgeschlossenen, singulären Fall der sogenannten 
Zweisternigkeit wollen wir nicht besonders bemerken. 
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ein Element dw' der Kugelfiäche znordnen von solcher Art, dass der 
Quotient 

dw ^ 

dw' 

endlich und von null verschieden ist. 

Was die erste Bedingung anbetrifft, so möchte ich hier nicht auf die 
schwierige Frage eiiigehen, unter welchen Bedingungen die bisherigen Me- 
thoden der Ausmessung durch unendlich viele Kugelffäciien (sei es mit 
Hilfe der Betrachtungen von Schwarz oder der „balayage“-Methode‘'^=) von 
Poincare) wirklich einwandsfrei die Existenz der betreffenden Funktionen 
bis an die Fläche heran beweisen; in jedem Falle leistet uns die Neumannsche 
Methode mehr: sie beweist uns die Existenz der betreifenden Funktion, 
indem sie dieselbe wirklich konstruiert, und es wird von Wert sein, die 
Giltigkeit der Methode von der Bedingung zu befreien, dass die Existenz 
jener Funktion bereits auf anderem Wege erwiesen sei. 

Ich werde nun in Teil IV Abschnitt IV in engem Anschluss an die 
Poincaresche Arbeit zeigen, dass in einem wichtigen, sehr allgemeinen Falle 
die C-riltigkoit der Neumannschen Methode von jener Voraussetzung unab- 
hängig ist, und überdies kann man gerade in diesem Falle die von Poincare 
vorausgesetzten Transformationen wirklich angeben; es ist dies der Fall, 
dass die Fläche — wie ich mich ausdrilcken will — gegen einen inneren 
Punkt konvex ist, d. h. dass wenigstens ein Punkt innerhalb der 
Fläche (0 existiert, durch den sich keine Tangentialebene der Fläche legen 
lässt. Wenn durch diese Voraussetzung zunächst die Allgemeinheit von 
Poincare beschränkt wird, so wird der Methode in anderer Beziehung eine 
gröfsere Allgemeinheit gegeben, indem den Eandwerten. f lediglich die Be- 
dingungen vorgeschrieben werden, dass sie auf co eindeutig und stetig sein 
sollen, während ihre ersten Ableitungen bereits in einer endlicben Zahl 
von Tremiungskurven in gewisser Weise unstetig werden dürfen. Diese 
Verallgemeinerung gestattet dann (Teil IV, Abschnitt V), da jeder genügend 
kleine Teil einer stetig gekrümmten Oberfläche als Teil einer Fläche auf 
gefasst werden kann, die gegen einen inneren Punkt konvex ist, mit Hilfe 
der Methoden von Schwarz zu beliebigen, stetig gekrümmten Flächen w über- 
ziigelien und auf Grund der Neumannschen Methode und einer endlichen 
Anzahl Schwarzseher Operationen das gewünschte Resultat zu erreichen. 

Der V. Teil beschäftigt sich sodann zunächst mit der Frage, wann die 
so konstruierten Funktionen wirklich Potentialfunktionen sind, d. h. wann 
auch die ersten Ableitungen der so konstruierten Funktionen bis an die 
Fläche M heran eindeutig und stetig sind. Diese für die theoretische Physik 
äufserst wichtige Frage ist bereits in der Arbeit von LiapoiinofP mit Hilfe 
eines aufserordentlicb geistvollen Kunstgriffes untersucht w^orden, unter 
der Voraussetzung, dass die Neumannsche Methode anwendbar 


■■Q Da ich dieselbe nicht in mein Buch aufgenommeii habe, möchte ich 
nicht verfehlen, wenigstens an dieser Stelle auf diese scharfsinnige Unter- 
suchung Poincares hinzuweisen. (American journal of Mathematics B. 9.) 
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ist. Auf den Poineareschen Beweis darf sich nun diese IJntersiiclTiirig 
eigentiicli nicht stützen, da das, was Liapoiinoff beweisen will, eine Voraus- 
setzung des Poineareschen Beweises bildet, wohl ist sie aber sofort auf 
Flächen anwendbar, die gegen einen inneren Punkt konvex sind. •’••) (Teil V, 
Abschnitt L Kap 1). Diese Untersuchung leistet nun noch mehr, als eine 
sehr allgemeine Lösung elektrostatischer Probleme, sie lässt sich mit 
Hilfe einer Modifikation der Neumannschen Methode, die von Robin'^*'^') 
lierrölirt, auch (Teil V, Abschnitt II, Kap. 1) zu einer sehr ’ allgemeinen 
Lösung hydrodynamischer Probleme verwerten. 

Zum Schlüsse werden die erhaltenen Resultate mit Hilfe der Methoden 
von Murphy auf Flächen ausgedehnt, die aus mehreren getrennten Teilen 
bestehen (Teil V, Abschnitt III) und eine für die Hydrodynamik und die 
Theorie der elektrischen Erscheinungen wichtige Ausdehnung des Begrilfs 
der Fotentialfuiiktion in mehrfiicli zusammeDhängenden Räumen behandelt. 
(Teil V, Abschnitt IV). 


Obgleich ich alle Bezeichnungen, in denen ich von anderen Autoren 
abweiehe, durch Definitionen im Text besonders hervorhebe, möchte ich 
doch bereits hier auf einige Eigenarten meiner Ausdrucksweiso hindouten. 

1. Wenn ich von einer Punktion spreche, die in einem gegebenen 
Piaiime, auf einer gegebenen Fläche oder Kurve endlich sein soll, so soll 
(vgl Festsetzung in der Anm. S. 3) dieser Ausdruck stets im Sinne von im all- 
gemeinen eindeutig und stetig (vgl. Definitionen S. 1, 9, 16) verstanden 
werden, so dass dieser Begriff stets die Integrierbarkeit in sich schliefst. 

2. Wenn ich von einem stetig gekrümmten Pläclienteile spreche, 
so sollen auf demselben die Richtungskosinusse der Normalen cos(?'x), 
eos(yy), cos(^z) eindeutig und stetig und ihre ersten Ableitungen 
endlich sein. 

^ 3. Wenn ich von einer Funktion f der Stelle auf einer Fläche sage, 
sie ist auf derselben regulär, soll damit gesagt sein (vgl. Anm. (‘•^•i)), dass 
die Differenz der Punktionswerte in zwei genügend nahen Punkten der 
Fläche (liiyicj) und einer Ungleichung von der Form genügt: 

a|)s. (fj _ endliche Konstante), 

(1 1 ), 

w^enn rjs die Entfernung der beiden Punkte vorstellt 


die Ausdehnung auf den allgemeinen Fall habe ich 


Den Beweis für 
in Kap. 2 angedeutet. 

Comptes rendus t. CIV. 

y-*) Ich möchte darauf aufmerksam machen, dass Liapounoff den Aus- 
druck regulier" in anderer Bedeutung gebraucht; man könnte daher 
namentlich wenn die obige für die Zwecke dieses Buches sehr be- 
queme ^usdrucksweise mit dem Begriffe kollidieren sollte, den man in der 
Theoiie der Punktionen einer komplexen Variabein mit ihr verbindet, den 
Ausdruck regulär durch regulär stetig ersetzen. 



4 , Wenn icli eine Gröfse, die durch die Verkleinerung einer anderen 
Grröise, z. B. q unter jeden beliebigen Kieinheitsgrad herabgedrückt werden 
kann; in der Form schreibe: 

D((>), oder auch J(q), 


so soll damit, auch wenn dies nicht besonders bemerkt wird, stets angedeutet 
werden, dass die Gröfse bei genügend kleinem o ihrem absoluten Werte nach 


c; A • 


i^xfA endliche Konst ante, '\ 

Kl J 


ist, so dass bei dieser Bezeichnung z. B. die Ungleichung in der Fest- 
setzung 3) in der Form geschrieben werden kann: 

abs. (fj — f2)==D(ri2), (oder auch -<^{1*12), ii)(ri2))* 

Schlierslich sei noch bemerkt, dass viele Verallgemeinerungen der hier 
auseinanderzusetzenden Resultate nicht in den Rahmen des Buches aufge- 
nommen wurden, weil mir als Endzweck lediglich die Verwendbarkeit in 
der theoretischen Physik vorschwebte; Funktionen, die ünstetigkeiten 
zeigen, werden nur als Mittel zum Zweck angesehen, Ableitungen von 
Resultaten für stetige Funktionen zu erleichtern; sowie dieser Zweck er- 
reicht ist, werden sie eliminiert. Denn die Natur kennt keine Ünstetig- 
keiten; zu diesem Erfahrungssatz hat sich die Physik mühsam durch- 
gerungen. 

München, Winter 1898/99. 
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Lehrbuch der Potentialtheorie. 



Einleitende Bemerkung-eii ülber Kurven, 

und Eiinine, ini besonderen über drei wiclitige 

Iiitegralsätze. 

1. Kapitel. 

Über Ktirvenintegrale. 

§ 1 - 

Wir erinnern an folgende Definitionen: 

Eine Funktion f(x) heifst in dem Bereiche: 

Xi X Xs 

eindeutig und stetig, falls dieselbe für jeden Wert des Be- 
reiches einen und nur einen bestimmten, endlichen Wert 

besitzt und die • ' ^ 

Differenz n J, ! ^ 

V 1 

f(x 4- &) - f (x) Fig. 1. 

für zwei Werte x und x 4- dx des Bereiches durch Verkleinerung, 
von dx .unter jeden beliebig kleinen Wert herabgedrückt 
■werden kann. 

Eine Funktion f(x) lieifst in dem Bereiche: 

Xi ^ X ^ X2 

.abteilungsweise eindeutig und stetig, falls sich das Bereich in eine 
■endliche Anzahl von Bereichen zerlegen lässt, in denen die Fimktion 
■eindeutig und stetig ist. 

Eine Funktion f(x) heifst in dem Bereiche: 

Xj ^ X ^ X2 


K 0 r D, Poteiitialtlieorie. 
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im allgemeiDeii eindeutig und stetig, falls die Gesamtlänge der 
Bereiche, in welchen die Funktion den Bedingungen der Eindeutigkeit und 
Stetigkeit nicht entspricht, kleiner ist als eine beliebig klein gewählte 
Länge, und falls der Funktionswert für jedes s des Bereiches kleiner ist 
als irgend ein bestimmter, endlicher Wert. 

Eine Funktion f(x) heifst in demselben Bereiche abteiluiigs weise- 
monoton, falls sich dasselbe in eine endliche Anzahl von Bereiclien 
zerlegen lässt, in denen f fortdauernd wachsend oder fortdauernd ab“ 
nehmend ist. 


§ 2 . 

Wir denken uns ein Kurvenstück er im Raume, markieren 
auf demselben beliebig^ aber ein für allemal fest einen Punkt 0^ 
dann können wir jeden Punkt der Kurve durch die Bogen- 
länge (T gegeben den- 
ken, welche er, von 
0 an gerechnet, be- 
sitzt, sobald wir noch 
die eine der beiden 
Richtungen der Kurve 





Fig. 2. 


als die positive a Richtung festgesefzt haben. Die Punkte 
der Kurve werden drei Gleichungen von der Form: 


1 ) 




entsprechen, wo ly(cr), ^((t) gegebene Funktionen der Bogen- 
iänge G Torstellen. Wir werden uns stets auf Kurven be- 
schränken, für welche in dem Bereiche g^^g^g^ eindeutige 
und stetige Funktionen von g sind, ferner auch die Richtungs- 
kosinusse jedes Kurvenelementes dff an der Stelle 


2 ) 


cos (crx) ^ 


cos(ffy) = -^, 


cos (erz) = 


dl 

dff’ 

d^ 

dff’ 

dff 


als abteiluugsweise monotone, eindeutige und stetige oder abteilangs- 



weise eindeutige und stetige'^’) Funktionen von o" betrachtet werden 
können und endliche**) erste Ableitungen haben. 


§ 3. 

Es sei eine auf der Kurve cTi Cä eindeutige und stetige 

Funktion der Stelle, und man wisse auch von ihren ersten Ab- 
leitungen, dass sie auf der Kurve (Tj o-g endlich**) (im allgemeinen 
eindeutig und stetig) sind; wir betrachten das Integral: 


3 ) 


Sf d( 1 

' j \0| cos(ö-y) + ^ cos (ffz) j der, 


das über alle Elemente der des Kurvenstückes zu erstrecken 
ist. Setzen wir hierin aus 2) die Werte von 
cos ((Tx), cos ((Ty), cos ((Tz) 


ein, so folgt: 


J: 




[üj dcr~^0^ der 


0^ der 


der, 


df 

der 


dö*, 


oder: 4) Ja=jf|^% 

wenn wir unter dem Ausdruck rechts die Differenz: 


Funktionswert an der Stelle 
— Funktionswert an der Stelle cr^ 

verstehen : 

A« Ist f eine eindeutige und stetige Funktion der 
Stelle auf einem gegebenen Kurvenstück er, und 

weifs man auch von ihren ersten Ableitungen, dass 
sie auf der Kurve endlich'*"^) (im allgemeinen eindeutig und 
stetig) sind, so besteht die Formel: 


6) J{^cos(M) + -cos(»y)+^ 


cos(ffz)|dff = 


In diesem Falle bezeichnen wir die Punkte, durch welche die Kurve 
in Stücke zerlegt wird, auf denen diese Funktionen eindeutig und stetig 
sind, als „die Trennungspunkte der stetig gekrümmten Kurventeile^‘ und 
schliefsen Spitzen in den Trennungspunkten aus. 

Wir werden oft von einer endlichen Funktion sprechen, in dem 
strengen Sinne einer „im allgemeinen eindeutigen und stetigen^^ Funktion. 
Vgl. Definitionen S. 1, 9, IG. 

1 =^^ . 


4 


wo, nach einer bestimmten 
der Fi ich tun g er, cTo den p 
Fiaiidpunkt der Kurve vorst^ 



d e ii s e 1 1 j e n V o r a u s s e i z li n g e n 
geschlossene Kurve, so ist: 

bj \ COS(<?X)-^.~ C03I 

e.; 

0 


Festsetzung über den Sinn 
ositiveii, cr^ den negativen 

eilt 

Wir Avollen eine geschlossene 
Kurve stets als ein Kurveiistück 
betrachten, dessen positiver und 
negativer Randpunkt in einem 
beliebigen Punkte 0 der Kurve 
zusammenfalleil. 

Es ergiebt sich für solche 
geschlossene Kurven aus A, un- 
mittelbar der folgende 

Zusatz 1 zu A. Ist, bei 
über die Funktion f, 0 eine 

1 

(ty) + ^ cos (öz) j dff == 0. 


Wir setzen im besonderen in 6) f successive gleich: 

, % S, 

'V.*> 

r, s-, 

■^>5 


daiiii folgt 


8 ) 


\ COS (cxx) dci = 0, 
a 
CT 
r* 

J cos(cry) dcr = 0, 

7 

l| cos (ffz) dff = 0 ; 
§ cos((rx) der = 0, 
hcos((ry)d(r=0, 


ft 


cos(<rz) do' = 0; 



— 0 — 

I j ri cos ((jz) + C cos (cry) | do* = 0, 

(j 

I [ fc cos(o'x) 4 - § cos (crz) } dff = 0, 

6 

g cos (ffy) 4- 1 / cos (crx) j clff = 0. 

S 

Wir denken uns weiter, unter Annahme eines positiven*) 
Koordinatensystems xyz, die geschlossene Kurve a mit ihrer 

X 
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positiven ümlaufsrichtung auf die yz Ebene projiziert, so dass 
jedem Punkte der Kurve c ein Punkt (Oiyf) der projizierten 

Kurve entspricht; wir setzen ferner: 

'^) d. i. ein solches, in welchem, von der positiven x Seite ans gesehen, 
die kürzeste Drehung von der y Axe zur z Axe im umgekehrten Sinne des 
Uhrzeigers stattfindet. 



- ~ 1 ■> — 

1,., r ,^ = rcosr/, 

I ; = r Sin r/, 

so dass r die n.-d.'-.' — ... des Punktes voni A:o^:.?.e'ro 

f/ den 'Winkel, den die P'-d.i ::.e 

ffiil der Y Axe bildet, vorstellt, wobei (/, von der positiven x Seite 
aus gesellen, im umgekehrten Sinne des Uhrzeigers positiv zu 
rechnen ist. Es folgt aus 10): 

dr. = dr cos (f — r sin (f> d(f , 

= dr sin (f h- r cosff dcp, 

soDiit: 

oder: 5 «- .'<1, - v=c1(p, 

i r, cosf czj — ^ cosföv) j der = v^d(f ' ; 

- ' wir über alle Elemente der der Kurve er, so folgt: 

11) I U cos ((TZ) — i' cos (erj^) j der = U äcf - 

c. 

^ O’x 

Der Ausdruck rechts ist: 

=- ib 2a}^, 

wenn co^ den Flächeninhalt der von begrenzten Fläche vor- 
siellt, und^ es ist dabei das oder — Zeichen zu wählen, je 

nachdem die ümlaufsrichtung von o-,,, von der positiven x Seite 
psehe:-:. den umgekehrten Sinn oder den Sinn des Uhrzeigers 
hat, oder wie man sich kurz ausdrückt — je nachdem die 
h fr..,..; .:.:g von positiv oder negativ ist. Es ist also: 

I j )? cos (cz) - t cos (ov') I dtf = ± 2 «X , 

t' 

er 

analog: 12) \ cos({rx) — 5 cos(ö'z) j der = zh 2£öy , 

CT 

i |b COSfcTy) COS((Tx)j dö* = db 2ö)j,, 

, ^ 

wo resp. die Flächenräume vorstellen, weiche von den 

Projektionen cT^cTycT^ der Kurve a resp. auf die yz, zx, xy Ebene 



umschlossen werden und das 4 - oder --- Zeichen zu wählen ist, 
je nachdem die ümlaufsriclitungen dieser Projektionen positiv 
oder negativ sind. 

Wir wollen die Formeln 7), 8 ) und die durch Addition und 
Subtraktion der Formeln 9) und 12) sich ergebenden Pielationen 
als einen besonderen Zusatz zu A. aussprechen: 

Zusatz 2 zu A. Es bestehen für jede geschlossene 
Kurve er die Formeln: 


13) 


l cos(crx)dG' = l cos (o-y) d(T = l cos (erz) der == 0 ; 
J J 

a a a 

1 S cos (erx) der^ I cos (u-y) der = cos (az) der == 0 ; 

er rr er 

cos (erz) der == — cos (ery) der = =b , 

J tj 

er (7 

fc cos (crx) der = ~ ^ J cos (erz) der = zh Wy, 
er er 

? cos (ö'y) der = — cos (erx) der = d= «^ 5 ; 


dabei sind £öx«y«z die Flächenräume, welche von den 
Projektionen erxeTyCTz der Kurve er auf die yz, zx, xy Ebene 
umschlossen werden, und es sind die + oder -- Zeichen 
zu wählen, je nachdem die Umlaiifsrichtungen dieser 
Projektionen positiv oder negativ sind. 


2. Kapitel. 

Über Oberfläclienintegrale* 

§ K 

Wir denken uns eine Oberfläche durch eine Gleichung: 

14) f(?'^y£)==0 

gegeben und auf derselben durch eine geschlossene Kurve er ein 
bestimmtes Flächenstück m abgegrenzt. 

Wir werden uns stets auf Oberflächenslücke « bescliränken, 



s 


für \velche f eine eimieutige und stetige Funktion der Stelle ist^ 
ferner auch die Pdchlungskosinusse der Normalen: 


15 ) 


8f 


cos (Vx) t 


cos (^y) : 


cos (pz) 


ef 

yi 0 ?j +(01) 

0f 

W 


yuij 


bei Z::, :r:.r eines festen Zeichens der Quadratwurzel als 
^ibteiliiiigäwelse iiioiaotone, eindeutige und stetige oder abteiUingsweise 
eiiideiitige und stetige*) Funktionen der Stelle auf w belrachtet 
werden können und endliche'^'Q erste Ableitungen haben. 

Die SLetigkeitsdeflnitionen lauten analog Kapitel 1, § 1: 

Eine Funktion F der Stelle auf dem Oberflächenstücke 
iieifst eindeutig und stetig, falls dieselbe für jeden Punkt 
Toii Cd einen und nur einen bestimmten endlichen Werl 
besitzt und die Differenz: 


F(£-fd?, 0 

für zwei Punkte und (l-f-J? ij + ötj des Flächen* 

Stückes m durch Verkleinerung von 

unter Jeden beliebig kleinen W'ert herabgedrückt werden kann* 

Eine l'unkiion F der Steile auf dem Oberflächenstück w Iieifst 

abteiluiigsweise eindeutig und stetig, falls Sieh w in eine endliche 
Anzalil von Fläehenstücken zerlegen lässt, auf denen die Funktion eindeutig 
und stetig ist. 


In diesem Falle bezeichnen wir die Kurven, durch welche die Fläche 
in Stücke zerlegt wird, auf denen diese Funktionen eindeutig und stetig 
sind, als „die Trennungskurven der stetig gekrümmten Flächenteile“ und 
sclilielseii Spitzen in den Trennungskurven (Zusammentreflen von Flächen- 
teilen unter dem Winkel null) aus. 

Vgl Anm. 2, S. 3. 
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Eine Funktion F der Stelle (h]^) auf dem Oberfläclienstiick w Iieifsfc 
im all gern einen eindeutig und stjetig, falls die Gesamtgröfse der 
Teilflächen, auf welchen die Funktion den Bedingungen der Eindeutigkeit 
lind Stetigkeit nicht entspricht, kleiner ist als ein beliebig klein ge- 
wählter Flächenrainn, und falls der Funktionswert für jeden Punkt des 
Flächenstückös kleiner ist als irgend ein bestimmter, endlicher Wert. 

Die Funktion F heilst auf cu ab teiluiigs weise monoton, falls sie auf 
jedem endlichen, auf oj gelegenen Kurvenstück abteilimgsweise monoton ist. 

§ 2 . 

Von den beiden Seiten des Flächenstückes können wir 
nach Belieben die eine oder die andere als die positive Seite fcst- 
setzen; nach dieser Fest- 
setzung bezeiclmeri wir die 
in einem Punkte i'^dch 
der positiven Seite der 
Fläche gehende Normalo 
als die positive Normale v 
der Fläche in Wir können z. ß. die positive Seite der 

Fläche 14) dadurch unzweideutig festselzen, dass wir der posi- 
tiven Normalen v in die Rieh- 

tungskosinusse cos(^'x), cos(ry), cos(^'z) 
geben, wie sie durch die Gleichungen 15) 
bestimmt sind, unter Zugrundelegung 
des positiven Zeichens für die Quadrat- 
wurzel. 

Nach dieser Festsetzung geben wir 
auch der Randkurve a des Flächen- 
stückes o) eine bestimmte positive Um- 
laiifsrichliing, indem wir feslsetzen, dass 
eine menschliche Figur, welche in der 
positiven <r Richtung schwimmt und nach der negativen Seite von 
m hinbückt, das Flächenstück co stets zur Linken haben soll/-) 

§ 3. 

Es seien 

drei auf dem Flächenslücke <o eindeutige und stetige Funktionen, 

*) z. B. wird in Fig. 6, falls <o in die Ebene der Zeichnung füllt und 
die positive Normale von w nach vorn heraustritt, die positive Umlaiifs- 
richtung- von ß durch den angegebenen Pfeil markiert. 


Ö~ 



Fig. 6. 






orid mmi wisse aiich von ihren ersten ’-id! dass sie aut 
dem Fiächenstücke endlich dm allgemeinen eindeutig und stetig) Sind. 
Wir wollen Zusehen, ob wir das Integral: 


Ib I J, = h — -- cos I nx I — ■ cos (3^y 

J i'", c: - ■ \ 0^ ec ; 

cY 0U\ . d 1 

— ■ — cos(i>z) -d«, 

C§ CfjJ ' d 

'das über alle Eiemenie dw des Flächenstückes « zu erstrecken 
ist, ln ein über die Randkiirve er zu erstreckendes KirrvLehntegra.! 
verwandeln können. 

IVir denken uns auf beliebige Weise das Flächenstück m in 
eine groise Anzahl kleinerer Flächenstücke d« zer- 
Q ^ schnitten, deren Randkurven mit ihren positiven 
\ Ur.:.!r.::^:v:ht v.': wir mit g bezeichnen. ,Wir 



greifen ein solches ’dcr) heraus und markieren he- 
'^aici) lieblg innerhalb desselben einen Punkt (?o^o^^o)- 
Plg.. 7 , Bei unseren Voraussetzungen können wir, sobald 
wir Hü) genügend klein nehmen, die Funktion ü 
z. B. für einen Punkt der Kurve g in der folgenden Form 

darstellen: 


b — l-c, 4* (S — : 4- — TJq) ' 


+ (J — So) I 0”--| “k^h(‘) 

;o I lü 


CC :o ' I 'Crj 

’wo der Index andeuten soll, dass die Werte der betreffenden 
Funktionen im Punkte (Sq^o^o) wählen sind. Die Gröfae J ist 
ihrem absoluten Werte nach 

^r-D,(ü 

wo r die Eiitferiiimg: 

(■^O^’oSu) >■ 

lind D die grölste Ditferenz vorsteilt, welche die ersten Ableitungen von ü 
iriiierliaib ücjj haben können. 

Wir r;,'. hg h'.dj ;i: die letzte Gleichung mit 
cos(cx) de 

und integrieren über die Kurve g, dann folgt: 

\ L cos (cx) d? = I j L7 + (S — So) ; + (tj — I ' 

e' e.' ' , iO 


■ (5 - i'o) ^ j cosOx) ds + 1" ^ cos(4-x) di-, 
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^ma man kann durch geeignete Wahl der cl« das letzte Glied rechts 

stets seinem absoluten Werte nach 

A • D • Qu) 

machen, ^vo A eine endliche Zahl vorstellt. (-) 

Wir bringen jetzt die in Zusatz 2 zu A ausgesprochenen 
Formeln zur Anwendung; es ist nach denselben; 


j [Uo+ (?— Io) i gl 


+ iv~Va) 


0U ! 

\d^ 


+ (I — Q 


io 

_j0U 

■ i di 


jeu i 
I 8? Io 


cos (gx) de 


(zb clcöy) 


0Ü 

d7j 


(±dcoz), 


wo wir mit dccy cImz die Projektionen von dw resp. auf die zx und 
xy Ebene bezeichnen und das + oder — Zeichen zu wählen haben, 
je nachdem den projizierten Kurven fyc^ eine positive oder 
negative ümlaufsrichtung zukommt. Setzen wir dies in der voran- 
gehenden Gleichung ein und summieren über alle (Ito von co, so 
folgt im Grenzfalle, indem wir die d« immer kleiner und kleiner 
machen; 


ü cos(o'x) dö" = 


f(±d«y). 


m 

dij 


(±doj2) 


wo nunmehr: 


clfirjy = dz dcö cos (i^y), 
dooz — dz do) cos(?^z), 


bei Zugrundelegung des d- oder Zeichens, je nachdem wiederum 
die Projektionen der Piandkurve des Elementes dcß positive oder 
negative ümlaufsrichtungen haben. Es ist also: 


analog: 

17 ) 


j ü cos (crx) dtr cos (>^y) — ^ cos (vz) j d«, 


/NA / N ÖV , A / 

V cos (fjy) der = j I -y cos (vz) — cos ( 2 ^x)j dw, 

y CO 

I W cos)cFz) dö* = cos (j^x) — cos (vy) j do. 



Durcii Addj'ion diest-r drei Formeln folgt: 


1 > t ^ ' L cn.s (« i — V’ cos (ffv) -f W cos (ffz) j der = J,„ , 

■'VO J,., das durch 16) definierte Oberflächeiiiiilegral vorstellt. 

Wir eiiiallen so den Satz: 

Ji, iTiieort2pa von Stokes). Sind U, V, W drei ein- 
deutige und stetige Finiktionen der Stelle auf 

e i !i ein g' e 2 e b e n e n F 1 ä c ii e n s t ü c k e w, und w e i 1 s m an auch 
von ihren ersten Ableitiingen, dass sie auf dem Fläclien- 
stöcke endlich'^d (iin allgemeinen eindeutig und stetig) sind, 
SO besieht die Formel: 





m 


•cX- , .^./cU 

--T.- iCOS|nx)-r! 

0 ^ / ' ' \ 



=- y_ü cos (c7x) 4 - V cos(ö'y) 4 - W 003(0*2) } der^ 
v 
a 


v;o das Integral links über alle Elemente dw (mit den 
positiven Xormalen p) des Fläciienstückes w, das Inte- 
gral rechts über alle Elemente der der Randkurve er 
von m zu erstreken ist. 


Der Sars gilt in gleicher Weise, mögen ü, V, W lediglich Funktionen 
^ler Stelle auf der Fläche ej oder Funktionen der Stelle (D;t) im Eaiurie 
sein, falls wir nur in letzterem Falle über die Randwerte der Funktionen 
an tier Fläche und über ihre tangentialen Ableltiiiigeii daselbst die Voraus- 
secziirigeE des Satzes B madie 2 i.("d 

Für geschlossene Flächen co ergiebt sich aus^B. der folgende 
Zusatz 1 7 M B. Ist, bei denselben Voraus Setzungen 
über die Funktionen Ü, ?, W, m eine geschlossene 


Fläche, so ist: 


:^ 0 ) Ul 


''i fcw ev 


CI? 




) COS(>'X) + ( 


' O;, 



cos(»/y) 


m 


+ ■ 


m 


0 U' 


cos (j/z) dm — 0. 


Denn Vvir können uns durch eine Kurve o* die Fläche m in 
zwei Fläciienstücke 0?^ cö^ zerlegt denken, dann sind beide Teile 
des Integrales 20 ) gleicli 


S. Aiim. 2 ^ S. ö. 



IB 


^ { ü cos((Tx) + V cos (cj) + cos (f'z ) } de; 


in dem einen Falle ist aber nach ihrer Definition die Umlaufs- 
richtung von ff im entgegengesetzten Sinne zu nehmen, als in 
dem anderen, die Summe der beiden Tcilintegrale ist somit null. 


§ 4 - 

Wir setzen im besonderen in 20) successive : 


dann folgt; 



u = 

0, 

V 


-C, 

w = 

= 





u = 


v = 

0, 

w = 

= — 

■1, 




u = 


v = 


W: 

= 

0; 



V 

= 0, 

w 

= 0, 

ü 

= 0, 

V 

= 0, 

W = 


V 


w 

= 0, 

u 

= -)?^ 

V 

= 0, 

W = 

= 0, 

V 

=0, 

w 

= '>1^ 

u 

= 0, 

V 


w = 

= 0; 


u 

= €, 

v = 

0, 

w = 

= 0, 





u 

= 0, 

v = 

i:?, 

w = 

= 0, 





u 

= 0, 

V = | 

0, 

w = 

-SV' 







■j 

cos 

(rx) 

dft) = 

-0, 







Cr) 










21) 

\ 

jCOS 

(»'y) 

dft) = 

-0, 






0) 











1 

e 

jcos 

{vz) 

dft) = 

= 0; 





22 ) 


cos (j'y) dw == cos (vz) dw = 0, 

B ft) 

? COS (pz) dft) = W cos (yx) d« = 0, 

fc' 

00 

Tj cos(i^x) dw cos(j'y) dw = 0 ; 


00 
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|| if COS (>'y ) — cos (i’Z ) } dft) = 0, 
! w 

i 

„ i I j cos (rz) — I cos ()^x) } dftj = 0, 


i e. 

! « 


1 1 $ cos (>x) — )/ cos (i'y) j dco = 0. 

j e' 

tö 

Bezeichnen wir ferner die Entfernung und Richtung: 

Anfangspunkt — -y d» 



I ^'==^COS((>x), 
24) U = ecos(ey), 
I ^ = ^cos(^z), 


somit: 


25) 1 1 J cos(rx) 4- cos(ry) 4- f cos (pz) } dft) = U cos (^j^) dw. 


Der Ausdruck rechts ist: 

= dh 3 T, 

wenn % das von der Fläche co umschlossene Volumen vorstellt^ 
und es ist dabei das + oder — Zeichen zu wählen, je nachdem 
als positive Seite der Fläche m die äufsere oder innere Seite 
derselben gewählt wird. In dem zweiten Falle, wenn wir also- 
mit F die inneren Normalen von dco bezeichnen, ist somit: 

26) ^ { 5 cos (fx) 4- rj cos (^y) + f cos (vz) } d« = — 3 -r. 

Wir ^vollen die Formeln 21)^ 22) und die durch Kombination 
der Formeln 23) und 26) sich ergebenden Relationen als einen 
besonderen Zusatz zu B. ausspreclien: 

Zusatz 2 zu B. Es bestehen für Jede geschlossene 

Fläche m die Formeln: 
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l) 


j I cos(i^x} dfö = i cosfj^y) do) ^ cos(j^zj dm = 0; 

ö m (ß 

i c COS (j^y) dcö = I -7] cos (5^z) dw == 0, 
m 

§ cos(j^z) dcö = I b C03(i^x) dm = 0, 

0 ) 

j 7 ] COS (j^x) dcö = j S COS (ry) dw = 0 ; 

CO 

^ COS (^x) dw = ( ^ COS (>7) dö) = | C cos (j'z) d« =: — t; 


l 0 ) 


dabei bezeichnet 'i das von der Fläche o) cingeschiossene 
Volumen und cos(j^x), cos(vy}, cos(vz) die Richtungs- 
kosinusse der inneren Normalen von daj. 


3. Kapitel. 

Über Raumintegrale. 

§ 1. 

Eine Funktion F der Stelle heifst in einem Raum- 

gebiete T eindeutig und stetig, falls dieselbe für jeden Punkt 
von T einen und nur einen bestimmten endlichen Wert 
besitzt und die Differenz 

F(| + d5, Tj-hdrj, Tj, t) 

für zwei Punkte und (§ + (1? ^ + C+d^') des Raumes r 

durch Verkleinerung von 

War' 

unter jeden beliebig kleinen Wert herabgedrückt werden kann. 

Eine Funktion F der Stelle (l^t) keifst in einem Eaiimgebiete t ab- 
teiliiiigsweise eindeutig und stetig, falls sich r in eine endliche 
Anzahl von Räumen zerlegen lässt, in denen die Funktion eindeutig und 
stetig ist. 



Eiao Funktion F der Stelle lieifst io einem Raiimgebiefe r iin 

all ge in einen eindeutig und stetig, falls die Gesaintgröfso der Teil- 
räiune, in denen die Funktion den Bedingungen der Eindeutigkeit und 
Stetigkeit nicht entspricht, kleiner ist, als ein beliebig klein gewähltes 
Volumen, und falls der Funktionswort für jeden Punkt des Paiimcs 

kleiner ist, als ein bestimmter endlicher Wert. 

Eine Funktion F der Stelle heifst innerhalb eines Itanmos r 

c-iiidentig und stetig oder abteilungsweise eindou-tig und stetig, 
wenn die Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit oder abteilungs- 
weisen Eindeutigkeit und Stetigkeit für j(3den Raum gelten, dessen Ober- 
fidelie ganz innerhalb der Oberfläche von r liegt, von dieser aber durch 
endliche, im übrigen beliebig kleine Entfernungen getrennt ist. 


Es seien 

vc^gc), 

drei in dem Raume t eindeutige und stetige Funktionen, und 
man wisse auch von ihren ersten Ableitungen, dass sie in dem 

Raume t endlich (im allgemeinen eindeutig 
und stetig) sind. Wir wollen Zusehen, 
ob wir das Integral: 



28) J.: 


7ÖÜ 0V 0W\ , 


das über alle Elemente des Raumes t 
]?ig. 9. zu erstrecken ist, nicht in ein über die 

Oberfläche m von t zu erstreckendes 
Oberilächenintegral verwandeln können. 

Wir denken uns auf beliebige Weise den Raum z in eine 
grofse Anzahl kleiner Räume dr zerschnitten, deren Oberflächen 
wir mit 0 bezeichnen. Wir greifen ein solches heraus und 
markieren beliebig innerhalb desselben einen Punkt (§o%?o)- Bei 
uiifeeien oraiissetzungen können wir, sobald wir dr genügend 
klein nehmen, die Funktion U z. B. für einen Punkt der 

Oberfläche 0 in der folgenden Form darstellen: 


ü-üo + d-lo) i^i +(v—Vo) 


!8ü; 

i^lo 


eflD 


wo der Index „ andeuten soll, dass die Werte der betreffenden 
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'Funktionen im Punkte (lo T'oQ wählen sind. Die Gr'öfse ist 

ihrem absoluten Werte nach 

^ r • D, 


wo r die Entfernung: 

(^0 ^o) ^ 

and D die gröfste Ditferenz vorstellt, welche die ersten 
Ableitungen von U innerhalb dr haben können. 

Wir multiplizieren die letzte Gleichung mit 
cos (vx) do, 



Fig. 10- 


WO do ein Element der Fläche o mit der inneren Normalen v 
vorstellt, und integrieren über die Fläche o, dann ist: 


i 


U cos()^x) do = 


Uo+(?-?o) 

+ (c-y 


! w 
I 8§ 
0U 


+ iv — %) 


d'T] 


•g-^- ! j' cos (px) do -}- ^ //cos (px) do, 


lind man kann durch geeignete Wahl der dr das letzte Glied rechts stets 
seinem absoluten Werte nach 


< A • D • dr 


machen, wo A eine endliche Zahl vorstellt, (h 

Wir bringen jetzt die in Zusatz 2 zu B. ausgesprochenen 
Formeln in Anwendung; es ist nach denselben: 


J(Uo + (?-§o) 


+ (J? - Vo) 


0Ü 

drj 


4- (S ■— ?o) 




Setzen wir dies in der vorangehenden Gleichung ein und 
summieren über alle ür von so folgt im Grenzfalle, indem wir 
die dit immer kleiner und kleiner machen: 


analog : ^ 29) 


U cos (vx) dcö = 




m 


ri-' 

dri 

% 

r , 

W cos {vz) dw = — ^ dT, 
% 


f V cos (j^y) dcö = — f 


IC 0 ni , Poteiitialtlieorie. 


2 



CfQ 
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und hieraus durch Addition: 

30} ^ |Ü co5(px) 4- V cos (pj) 4- W cos (s^z) j dm = — Jt, 
m 

wo J- das durch 28) definierte Raumintegral vorstellt. 

Wir erhalten so den Satz: 

C. (Theorem von Green). Sind U, V, AV drei Funk- 
tionen der Stelle, die in einem gegebenen Raumge- 
biete T eindeutig und stetig sind, und woifs man auch 
von ihren ersten Ableitungen, dass sie in dem Raum- 
eblete endlich^) (im allgemeinen eindeutig und stetig) sind, 
0 bestellt die Formel: 

f/0ü cV dWx ^ ^ ^ 

1 'sR "" J cos (»'S) + V cosCf'y) 

tö 4- W COS (vz)} dw, 

wo das Integral links über alle Elemente d^ des Rau- 
mes T, das Integral rechts über alle Elemente d« (mit 
den inneren Normalen p) der Oberfläche co von t zu 

erstrecken ist. 


S. Anm. 2, S. 3. 



I. Abschnitt. 

Über die vier Potentialarteii und Eigenschaften, 
die allen gemeinsam sind. 

1. Kapitel. 

Die vier Arten des Potentials. 

Wir unterscheiden vier Arten des Potentials, die wir in 
folgender Weise definieren: 

a) Das Punktpotential eines Punktes 

1) v = |, r 

^ ^ Fig. 11. 

WO € eine Konstante, r die 

Entfernung eines variablen Punktes (xyz) von dem Punkte 
vorstellt. 

b) Das Kurvenpotential einer Kurve cf: 



ö* 


wo dö* ein Element der 
Kurve an der Stelle 

-^eineabteilungs- 
weise eindeutige und 
stetige Funktion der 
Stelle auf der Kurve, 
r die Entfernung eines 




variabeiii Punktes (xyz) von dem Elemente vorstellt und das 
Integral über alle Elemente der Kurve a zu erstrecken ist. 
cj Das Flächenpotential einer Fläche 

3} V = 

m 


WO döj ein Element der Fläche w an der Stelle B. eine 

abteiliingsvveise ein- 
deutige und ste- 
tige Funktion der 
Stelle auf der 

^ Fläche, r die Eni- 

/ 2 yZi " / fernung eines va- 

riablen Punktes 
/ (xyz) von dem 

Yia:. 13. Elemente de?} vor- 

steirt und das In- 
tegral über alle Elemente der Fläche cö zu erstrecken ist. 

d| Das Piaumpotential eines Piauragebietes z: 

4) V= 



wo dr ein Element des Raumes r an der Stelle E eine 

abteilungsweise eindeutige und 
stetige Funktion der Stelle 
r die Entfernung eines 
variablen Punktes (xyz) von 
dem Elemente dr vorstellt 
und das Integral über alle 
Elemente des Raumes r zu 
erstrecken ist. 

Irgend ein Potential V 
soll sich aus einer endlichen 
Anzahl von Punktpotentialen 
und Potentialen endlicher 
Kurven, Flächen und Räume 
in beliebiger Weise additiv zusammensetzen. 





Fig. 14. 
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2. KapiteL 

Über Eigenschaften^ die allen Potentialen 
gemeinsam sind, 

§ i' 

Der Abstand r zweier Punkte (xyz) und ist durch die 

Formel eogobcMi: 

5) r = V(x-~~S)- + (y--^)^ + (z-- 

es ist somit r eine Funktion von (xyz), welche überall eindeutig 
und stetig ist und im Punkte (?'^C) verschwindet. Es ist folglich 
die Funktion 

1 

r 

von (xyz) für alle Punkte (xyz) endlich, welche in endlicher 
Entfernung von liegen, und sie ist eindeutig und stetig für 

jeden Punkt (xyz), welcher von durch irgend welche (im 

übrigen auch beliebig kleine) EiüAcrnung getrennt ist. 

Dasselbe gilt genau, wie für die Funktion auch für alle 
hre Ableitungen nach x, y, z. Aus dieser Eigenschaft der Funktion 
p und ihrer Ableitungen folgt die nachstehende allen Potential- 

arteii gemeinsamen Eigenschaft: 

la) Ein jedes Potential V (xyz) ist mit allen seinen 
Ableitungen nach x, y, z in jedem Punkte (xyz) endlich, 
der von den Punkten, Kurven, Flächen oder Piäumen, 
als deren Potential V gegeben ist, eine endliche Ent- 
fernung hat; es ist ferner mit allen seinen Ableitöngen 
nach X, y, z in jedem Punkte (xyz) stetig, der von den 
Punkten, Kurven, Flächen oder Räumen, als deren Po- 
tential V gegeben ist, durch irgend welche (im übrigen 
auch beliebig kleine) Entfernung getrennt ist. 

§ 2 . 

Aus der Formel 5) folgt durch einmalige und zwei- 

malige Differentiation 

nach X, y, z, wenn f 

wir unter Eig. 15. 

cos(rx), cos(ry), cos(rz) 


■^(xyzi 
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tets die Riclitungskosiniisse der Richtung: 

s) ^ (x y Z) 


verstellen: 

0r 
cx 
er 
cj 
0r 
cz ' 


fi) 


er _ X S 
0? ~~ r 

crj r 
er __ z — ^ 


= cos(rx), 


^ cosfrz); 


I a) 


~ JcosCrx)} = - ;cos(rx)| = 

Cf , 0 j . , cosfrx) cos(rv) 

^ ;cos (rx|| = - |cos(rxji = 

~ ; cos (rx) I = - ^ ; cos (rx) } 


:b) 


cos(rx) cos(r!:) 

r ’ 

cos_(rx) cos(ry) 


7 c) 


g^|cos(ryjj = -^|cos(ry)| 

|cos<ry)| = - ;cos(ry)| = - — ' 

0 
0Z 

^;co3(rz); = -^icos(rz), - 
V icos (rz)| = - gA |eos (rz)j = - 


;cos(ry)l = - gi (cos(ry)l = - 

COS (rz) cos (rx) 


CJ 

^ ; cos (rz) i = - ^ I cos (rz) | = 

Von diesen einfachen Formeln werden wir in der Folge 
aolserördentlicii oft Gebrauch machen. Es folgt mit Hilfe der- 
selben siiccessive: 

1 

i 

cos (rx) 


S) 


ox 

ei — 


LI. = _ cos(ry) 
Sy r 2 

1 1 

cos (rz) . 

3 — 

r^ 


ir 

oz 
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9) 


ö- 


]. 
r 

(t 

0y2 

1 

•r 


3 cos'-^ (rx) — 1 


3 cos^(ry) — 1 


3 COS“ (rz) — 1 


10 ) J 


0 . 


'öl} 

. Durch Addition der drei Formeln 9) ergiebt sich: 

r ] """ 0x2 ^ Öf '07?“ 

Die Formel gilt für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der 
von durch irgend welche (auch unendlich kleine) Entfer- 

nung getrennt ist, und infolge dieser Thatsache können wir eine 
weitere allgemeine Eigenschaft aller Potentiale aiigeben: 

Ib) Ein jedes Potential V (xyz) erfüllt die (soge- 
nannte Laplace’sche) Differentialgleichung: 

02V 02V 02V 

-03^2 + gp- + 0^ 

für jeden Punkt (xyz), der von den Punkten, Kurven, 
Flächen oder Räumen, als deren Potential V gegeben 
ist, durch irgend welche (auch unendlich kleine) Ent- 
fernung getrennt ist. 


11 ) JN 


0 


3. 


Es sei: 


12 ) 


Vi 


das PLinktjDoteritial irgend eines Punktes (?i%Cj); wir nennen P, ^ 
die Entfernungen der Punkte 
(xyz) und (Sj^jtj) vom An- 0 
fangspunkte 0 des Koordi- 
natensysteiiis und yj den Win- 
kel, den die Richtungen 
O — v(xyz) und 0 — -V 
mit einander einschliefsen, 
dann ist: 
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somit ; 


14) 


V. _ 
h - p 


\'iP=fw 


1/1 — 2 cos } 

'J+ 

\ p ' 


1 



|/l-2f cos n + ^ 


Aus diesen Formeln 14) ergiebt sich, wenn wir den Punkt 
(xyz) ins Unendliche wandern, d. h. wenn wir P unendlich 
wachsen lassen: 

f lim Uj = ö, 

15) * 

I P=co 


Ist V das Potential einer beliebigen Anzahl von Punkten 
so folgt analog: 


somit: 


16| 






pCosyj-^'P 


PV = yj 


]/l-2^cosyj4-| 


7^ ,f 


lim V = 0, 


1‘) 




Diese Formeln stellen eine weitere, allen Potentialen gemein- 
same F!ic;.s.:'L;.;!e:: dar: 

Ic) Ist P die Entfernung des variabl en Punktes von 
einem im Endlichen gelegenen Punkte, so gelten für 
jedes Potential V die Formeln: 


18) 


( 

l 


lim V==0, 

P=oo 


lim PV= 

P = co 


wo Jl eine endliche Konstante vorstellt» 



IL Abschnitt, 


Die Eigeiiscliafteii der eiazeliieii Potent^ 
iiii besoiiclereiio 


1. Kapitel. 

Das Pnnktpotential und das KiirvenpotentiaL 

§ 1 . 

Für das Panktpotential interessiert uns aufser den allci-oinoinon 
Potential-Eigenschaften nur der unmittelbar einleiiclitendo Satz: 
Ha) Das Punktpotential eines Punktes 

19) V==h 

wird, wenn nicht € gleich null ist, mit allen seinen 
Ableitungen unendlich, falls sich der Punkt (xyz) dem 
Punkte unendlich nähert. 

§ 2 . 

Auch für das Knrvenpotential gilt der Satz: 
llb) Das Knrvenpotential einer Kurve a: 



a 


wird, abgesehen von ganz spcciellen Aiisnalimefälleii, 
mit allen seinen Ableitungen unendlicb, falls sich der 
Punkt (xyz) einem Punkte (J^C) der Kurve unendlich 
nähert. 

Wir wollen den Salz 11 b) zmiächst an einem einfachen Beispiel 
erläutern: 

Die Kurve a sei eine Grade 0*1 wir untersuchen das Integral: 
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für einen Punkt (xyz) der Ebene der Zc-’cbnung., wobei wir also 

die Funktion J auf der Graden 

,5- \ rTj 0*0 konstant gleich eins an- 

nehmen. 

"b Fällt man von (xyz) auf 

, : die Grade ö»! CT) 

(xy7.) - -V a, 

Pirf, 17. und sei b die Länge dieser 

Senkrechten, so ist: 

r = 1 b“ ‘f- (a — - er)- , 

somit : 


a f7o 

lb--^(a-<7)- J\ .--i - - ar 

ffi a 

= - [log * a - ff 4- ^ I];‘ 

-4 [log j ff — a -4 ^ b- 4 - (ff — a)- !],[= 

=— •21ogb4-!ogja— ffi 4-\i3- — ;a— ffij- i jffs— a 


+Vb"+(V”V7! |. 


Lassen ivir den variabeln Punkt (xyz) immer näher an die 
Crade ffjffo heranrücken, so bleibt der zweite Summand im all- 
gemeinen endlich, sein Grenzwert ist: 


!og4(a — ffi) (ffä — a); 

dagegen wächst der erste Summand unendlich. Es wird also im 
V bei Annäherung des Punktes (xyz) an die Grade 
ffi ff; unendlich wachsen, und gleiches gilt von den Ableitungen 
fies Potentials V nach x, y, z. 

Ist — 'auf <7 von einerlei Zeiclien und ^ 

'■=fv 

G 

das Potential einer beliebigen Raunikurve, so ist jedenfalls: 

abs.y^abs.Mm.(,X)- 
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wenn wir mit abs. Min. - den absolut kleinsten Wert 'von ^ auf g be- 
zeiclineii. Sei nun (io%Cu) irgend ein Punkt der Kurve und (xyz) ein 
Punkt der Normalebene der Kurve in (i'o%7o)) dann können wir stets, wenn 
wir die Entfernung Yq: 

C^oVo'Co) (xyz) 

unter einem gewissen Kloinlieitsgrade annebmen, erreichen, (“) dass 

1. Tq eine kleinste Entfernung des Punktes (xyz) von der Kurve g 
verstellt ; und dass 

2. dem nächsten Maximtim oder Minimum, welches die Entfernung r 
des Punktes (xyz) von Punkten der Kurve hat, ein Punkt der Kurve <7 
entspricht, welcher von (lo%kt) durch eine endliche Entfernung getrennt 
ist. Teilen wir daher die Kurve u in Teilstrecken auf denen cos (iw) 
positiv, und Teilstrecken auf denen cos (ru) negativ ist, so ist: 


abs. V abs. Min. (-5“) -j -f- 


/ 




clff] 


' abs. Min. (2') | — 


logr 


^i2 


■E'pogr 


^ksl 

’kij’ 


wenn 2 <Tj. 2 positiven Eandpunkte, die negativen Piandpunkte 

der Kurvenstücke cr^ ör|, verstellen *, und es ist {^oVoCo) zugleich ein positiver 
Randpunkt einer Strecke <t^ als aucdi ein negativer ßandpimkt einer Strecke 
(Tj,, während die nächsten Randpunkte in einer endlichen Entfernung von 
(i'o^ufo) liegen. 

Es folgt also: 

abs. V y> abs. Min. (.5') j B — 2 logi-Q 

wo B eine endliche Konstante vorstellt. Diesö Ungleichung zeigt, dass V 
bei Verkleinerung von r„ unendlich wächst, falls der absolut kleinste Wert 
von Z nicht null ist. Allgemein kann somit das Kurvenpoteiitial hei An- 
näherung des variabeln Punktes (xyz) an einen Punkt (Ij/c) der. Kiiiu'e 
nur endlich bleiben, wenn JS’ in (l>';C) null oder wenn (l^yt) ein Randpunkt 
der Kurve oder Trennuugspunkt ihrer stetig gekrümmten Teile ist; und 
auch dann bleibt V nur in vereinzelten Fällen endlich, worauf vvir hier 
nicht weiter eingchen wollen. 

Die Ausdehnung der vorstehenden Betrachtung auf beliebige Funk- 
tionen ^ bedarf keiner weiteren Erläuterung. 

So einfache Sätze, wie die Sätze Ila) und II b) gelten nun 
für das Flächenpotential und Raumpotential nicht, und um für 
diese die entsprechenden Untersuchungen durchzuführen, müssen 
wir in dem folgenden Kapitel einige Untersuchungen einschalten, 
die unsere Aufgabe wesentlich erleichtern werden. 

Der kein Randpunkt der Kurve sein möge, noch ein Trennungs- 
piinkt stetig gekrümmter Kurventeile. 



2. Kapitel. 

Das Flächeniiitegral 


i cos(i'r) 

\ K 

' r- 


d^rji. 


§ 

Wir denken uns ein Oberflächenstück w im Raume; dw sei 
ein Eiement desselben an der Stelle v seine positive 

Normale, x eine abtciiangs- 
weise eindeutige und stetige 
Funktion der Stelle 
taut der Fläche, (xyz) ein 
variabler Punkt im Raume 
und r die Entfernung und 
Richtung: 

d« --y (xyz); 
wir wollen die Funktion: 

21) W (xyz) = I z d«' 

w 

in ihrer Abhängigkeit von der Lage des variabeln Punktes (xyz) 
im Raume näher untersuchen. Es ist zunächst, falls z auf m- 
konstant ist: 

22) W (x y z) = W (x y z) , 
wo \V das einfachere Integral vorstellt: 



23) W(xyz) = j"‘^Vlcl«. 

CO 

War zeichnen uns zur Untersuchung desselben ein Element 
äm der Fläche allein heraus und konstruieren den Kegel von 
fxjzj nach der Raiidkurve von äoh Wir beschreiben ferner um 
ixyzj als Geiiirüm eine Kugel mit dem Radius r und eine Kugel 
mit dem Radius 1. Aus diesen beiden Kugeln möge der soeben 
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konstruierte elementare Kegel re3j3ektive die Elemente dO und do 
aiisschneiden; dann bestehen die Relationen: 


j dO = dz dö) cos(r?^), 
24) dO 

[ do 1-’ 


wo in der ersten Formel das 
je nachdem cos(rr) positiv oder 
negativ ist. Es ist somit bei 
derselben Festsetzung: 

2o) do = zb — 

Man nennt do, also das 
Flächenelement, welches der 
von (xyz) an die Randkurve von 
d« gehende elementare Kegel 
aus der um (xyz) als Gentrum 
mit deniRadius 1 beschriebenen 
Kugel ausschneidet, die schein- 
bare Gröfse des Elementes äco 


d- oder — Zeichen zu wählen ist. 

\T) 

\ 

\ 

\ 





Fig. 19. 


für den Punkt (xyz). 


Um das Integral \V zu bilden, hat man nach 23) und 25) 
die scheinbaren Gröfsen aller Elemente äco, mit dem richtigen 
Vorzeichen versehen, zu addieren. Aus dieser Überlegung ergeben 
sich die beiden folgenden Sätze: 


lila) Ist CO die Grenzfläche eines beliebigen Raum- 
gebietes, als deren positive 
Seite nacliBelieben die äufsere 
oder innere Seite gelte, so ist: 


26) W(xyz): 


cos {rp) 


r- 


dco = 0 



für jeden Punkt (xyz), der 
aufserhalb des von m ein- 
g.eschlossenen Raumgebietes 

liegt, unter Einschluss des Falles, dass der Punkt (xyz) 
unendlich(®) nahe an die Fläche w herantritt. 


5304 


r: 



liibi m die Grenzfläche eine 
-i’ e b i i: ■; 6 S . SO i S 1 1 


}3e lieb! gen Rauni“ 


27 j Wixyzj = 


dö) — =t 47r 


m 


: li r 



2L 


nien Punkt f'xyzj, der innerhalb des von « ein- 
geschl ossenen Piaumgebietes liegt, 
unter Einschluss des Falles, dass 
der Punkt (xyz) unendlich nahe 
an die Fläche m herantritt. Das 
Vorzeichen ist -i- oder — , je nach- 
dem die innere oder äufsere Seite 
von (jo als die positive Seite der 
Fläche fesigeselzt wird. 

Um zunächst den Satz Uta) za beweisen, bei dem (xyz)' 
aiiiseriialb des von m eingesclilossenen Piaumgebietes angenommen 
wird, denken wir uns um (xyzj als Centrum die Kugel mit dem 
Piadius 1; do sei irgend ein Element derselben. Wir legen den 
elementaren Kegel von (xyz) an die Piandkurve von do, dann wird 
dieser Kege! die Fläche m entweder gar nicht oder 

in einer geraden Anzahl von Elementen 

dcö| dcög dft)2x 



scbnekbn:. und es wird do die scheinbare Gröfse jedes dieser 
Elemente für den Punkt (xyz) darstellen; bei Aufstellung der 
Formel 25) wird aber für l Elemente äco das positive, für X Elemente 
d« das negative Zeichen zu setzen sein, da die betreffenden cos(ri^) 
für 2 Elemente d« positiv, für 2 Elemente dm negativ sind. Der 



Teil des Irdoeralc-s W, der von den obigen 21 Elementen iier»- 
rülirt, wird somit aus Summanden bestehen^ die sich paarweise 
fortliebeii, er wird also null sein. Bedenken wir, dass Gleiches 
für jeden beliebigen elementaren Kegel gilt, der von (xyz) an die- 
Randkurve irgend eines Elementes do der Kugel (1) gelegt wird^ 
so folgt, dass sich das ganze Integral W aus Summanden zu- 
sammensetzt, die sich paarweise fortheben, dass also W für jeden 
Punkt (xyz) null ist, der aufserhalb des von m umschlossenen. 
Raumgebietes liegt. 

In dem Satze Illb) wird der Punkt (xyz) innerhalb des von 
00 umschlossenen Raumgebietes angenornnien. In diesem Falle kon- 
struieren wir um (xyz) als Centrum eine Kugel mit dem Radius Ry. 
der klein genug ist, dass die ganze Kugel 
(R) innerhalb w liegt. Es ist dann für das 
(in der Figur schraffierte) Gebiet, welches 
übrig bleibt, wenn man aus dem von w 
umschlossenen Raumgebiet die Kugel (R) 
herausschneidet, der Punkt (xyz) ein 
äufserer Punkt, somit nach lila): 




. ' ! V. ; 


oj. 




cos (rj^) 


dcö == 0, 


//''//////,;/ ■ 


77 - ' 

Fig. 23. 

der Fläche m + (R) ihre 


£Ö + (R) 

wobei wir zunächst als positive Seite 
äufsere Seite wählen wollen, so dafs v die äufsere Normale vom 
ft), die innere Normale der Kugelfläche (R) vorstellt. Es folgt 
aus dieser Gleichung: 


W(x,y, z): 


7 


cos (iv) 


dft) = 


hos (fj/) 


dft). 


(R) 

Nun ist für die Kugelfläche (R) jedes: 

r = R, 
cos (rv) = 1, 

somit: 

W (X, y, z) = -ijda) = - 

(R) 

Dabei ist v die äufsere Normale von ft), d. h. es wird die* 
äufsere Seite von m als die positive Seite der Fläche voraus- 


- 47r. 



^vse'zL hn andcivn Fallo erhält W das e Vor- 

Zihchen, Damh IsL auch der Saiz IKb) bewiesen. 

Wir v.'oheii jetzt das ,h, '-r- Integral W untersuchen, 
hi dorn z nichi als konstant n-M'jzsjes-’z- wird. 


Es sei wieder m ein li'ehehigos Oberflächenstück; wir denken 
üiiS liiii den variablen Punkt (xyz) als Cenlrum die Kugel mit 
dero Radius 1: wir legen von (xyz) an die Piandkurve irgend 
eines Elementes do dieser Kugel den elementaren Kegel, der die 
Uberfläciiö o) in einer endlichen^) Anzahl räumlich getrennter 
Elemente 

cWj • • • • • dooi 

schneiden wird. Ihre Koordinaten seien 

(^I '^i (?2'V2^2) (??. 

iiire positiven Xornialen: 

>'i ^'2 

und ihre Entfernungen von (xyz): 

R i’2 



Fig. 24. 

tiann ist, da do die scheinbare Gröfse jedes einzelnen dieser Ele- 
mente für den Punkt (xyz) ist, mit Hinsicht auf die alleemeine 
Relation 25) jedenfalls: 

28j ahs. X (ij ^j) abs. Max. (*) • do, j = ] , 2 . . . 2 

Infolge der vorausgesetzten abteilungsweisen Monotonitiit der Funk- 

Tioiion eos(i'x), cos(ry), cos (vz). 
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und somit ('): 

29) abs. 


r A 


1 


<c: abs. Max. (x) • Ido, 


wenn abs. Max. (se) den absolut gröfsten Wert von % auf m vor- 
stellt. 

Bilden wir die Ungleichung 29) für alle von (xyz) ausge- 
henden elementaren Kegel, bezeichnen das gröfste X mit A, dann 
folgt aus 29) f): 


oder: 



cos {vv) 


0 


dft) c abs. Max. 



30) abs. [W (xyz)] < ^nA abs. Max. (x). 


Wir erhalten das Resultat: 

IVa) Für den absoluten Wert des Flächenintegrales: 

W (xyz) d« 

m 

besteht die Ungleichung: 

31) abs. [W (xyz)] < A • abs. Max. (k), 

wo A eine endliche Zahl, abs. Max. (x) den absolut 
gröfsten Wert von x auf m vorstellt. Dabei kann der 
Punkt (xyz) (unter Vermeidung der Fläche"^) m selbst) 
beliebig im Raume liegen und auch von der einen oder 
anderen Seite unendlich nahe an die Fläche m lieran- 
treten. 

Zusatz zu IVa) Das Flächenintegral W ist (unter 
Vermeidung der Fläche co selbst) für jeden Punkt des 
Raumes, der auch von der einen oder anderen Seite 
unendlich nahe an die Fläche m herantreten kann, stets 
endlich. 

Es folgt dies aus 31), da wir x ja als auf der Fläche m 
abteiluiigsweise eindeutig und stetig voraussetzen. 


*) Wie man derartigen Flächenintegralen auch auf der Fläche selbst 
einen Sinn geben kann, s. S. 73. 

Korn, Potentialtlieorie. 3 
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Die Eindeutigkeit und Stetigkeit der FiiiiUion W kann, da jedes 
cos (ri^) / . 


für jeden Punkt (xyz) eindeutig und stetig ist, der von m durcli 
irgend welche Eiitfernmig getrennt ist, nur in Frage kommen, 
wenn der Punkt (xyz) von der einen oder anderen Seile unend- 
lich nahe an die Fläche w herantritt. 

Es sei nun (fo^oso) ein Punkt der Fläche, der durch irgend 
vrelche Entfernungen von der Piandkurve der Fläche und den Treu- 
iiiinü'^^kn.rven Ton Flächeiiteilen, iuif denen eindeutig und stetig ist, ge- 
trennt sei, >0 sei die posi- 
tive Normale, der Wert 
von X in (^'o^o^o)- Wir 
konstruieren mn (?o'^o?u) 
als Gentrum eine Kugel mit 
einem Radius R, der klein 
^ genug ist, so dass (für alle 
Kugeln mit Radien < R) 
Fig!^25. die Schnittkurve g mit der 

Fläche cö eine gesclil()---.':!v^ 

Kurve ist. Die Kurve g teilt. w in zwei Teile, einen äiifseren 
dei 1.^0 %Sö) enthält, und einen inneren « 2 , der den Punkt 
(>ö^oso) enthält. Das auf der positiven Seite von w liegende 
Stück der Kugelfläclie bezeichnen wir mit Z Es ist identisch: 



32J 


W (x^ 






cos (rr) 


cito H- 


to. 


f COS I 


cos (r j>) 
r^ 

(r^-) 




cito : 


: Hh to;> 


wir haben bei dieser Schreibweise nur Grörsen addiert und zu 
gleicher Zeit subtrahiert, also an dem Werte von W nichts ge- 
ändert,^ und wir wollen noch als die positiven v von ^ ihre in- 
neren Normalen festsetzen. Man kann nun als die Ober- 

Jläche eines (in der Figur schraffierten) Raumgebietes auffassen, 
air welches jeder Punkt (x^y^z+% der auf der positiven Seite der 
Gaclie o) einen Abstand <R von (5^ hat, ein innerer Punkt 



ist, während für dasselbe jeder Punkt (x_y_z_) auf der nega- 
tiven Seite von m ein äufserer Punkt ist. 

Wir können nun auf das vierte Integral rechts in 32) die 
Sätze lila) Illb) in Anwendung bringen, dann folgt für einen 
Punkt (x4.y-uZ4-): 


33 a) Wo. = 


cos (rr) 



für einen Punkt (x-_y_z_): 


cos (rr) , 

^ dto 

+ j (z — Zfj 
£00 


COS (r^) 


d« -f- 47 ¥qZ, 


ooi,. TTT r COS (rj^) , f cos (rr) . . f , v cos fr ?^) , 

33b) W__ == ^ z d£ö — j Z(j — clcö -hj (z — Z(j) — d«, 


£Öo 


und diese beiden Formeln gelten, auch wenn man den Punkt 
(x-^y+z.|-) und den Punkt (x_y_z_) dem Punkte (§o^ofo) unend- 
lich nähert. Es wird dann: 


34) W_--W+ = -47i:zo+lim 


1 (^ - ^0 


cos {fv) 


do) 


:+ y+ 


denn die beiden ersten Integrale in 33 a) und 33 b) sind in (^o^o^o) 
stetig, weil dieser Punkt von den Flächen und 2? durch irgend 
welche Entfernungen getrennt ist. Es ist nun nach Satz IVa): 


35) abs. 


fo 


— Xo) 


cos(rr) 


d£ö 


; A abs. Max. (z — z^), 


wo A eine endliche Zahl, abs. Max. (z— z^) den absolut gröfsten 
Wert von (z — z^) auf vorstellt. Lassen wir daher die Kugel 
-5* und damit auch die Kurve g den Punkt (?o7o^o) imnier näher 
umschliefsen, so können wir hiernach, da z in (?o%Q stetig ist, 
das zweite Glied rechts in 34) unter jeden beliebig kleinen Wert 
herab drücken, und wir erhalten im Grenzfalle: 

36) W^--W+=-47rz,; 

es war dabei für unseren Beweis völlig gleichgültig, in welcher 
Weise wir die Punkte (x+y+z-}.) resp. (x_-y_z_) dem Punkte (?o^ö^o) 
unendlich genähert haben. Wir können unser Piesultat folgender- 
niafsen aussprechen : 
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I\'b) Das Integral: 

W (xyz) = dw 

(ü 

ist, bei Vermeidung der Fläche w selbst, für jeden 
Punkt (xyz) des Raumes eindeutig und stetig, der auch 
%*on der einen oder anderen Seite unendlich nahe an 
die Fläche « herantreten kann. Bei dem Durchgänge 
durch die Fläche wird dagegen W einen Sprung erlei- 
den, und zwar gilt, wenn man mit W 4 . und W'_ die Werte 
bezeichnet, welche W bei unendlicher Annäherung de.s 
Punktes (xyz) an einen Punkt {tul) der Fläche von der 
positiven resp. negativen Seite annimmt, die Relation: 

37} W_ — W+ = — \tcx. 

Der Satz wird im allgemeinen eine Ausnahme er- 
leiden, wenn man den Punkt (xyz) gerade einem Punkte 
der Randkurve der Fläche tu od6r einer Tx'ennungslcurvo 
von Flächenteilen, auf denen x eindeutig und stetig ist, 

unendlich nähert. 

Über die ersten und zweiten Ableitungen von W s. S. 4S u. 51 


3. Kapitel. 

Das FläcKenpotential und seine Ableitungen. 

§ 1 - 

Wir untersuchen jetzt das Flächenpotential, also das Flächen- 
integral: 

38) V(x, y, z)=J^, 

m 

wobei d« ein Element einer gegebenen Fläche w, H eine 

abteilunpweise eindeutige und stetige Funktion der Stelle (|^f) auf 
der Fläche und r die Entfernung des variablen Punktes (xyz) 
von dft) vorstellt. 

Es ist zunächst: 

39) abs. V abs. Max. {H) ■ V, 



wo: 



(O 


und abs. der absolut gröfste Wert ist, den ü überhaupt 

auf m hat. Das einfachere Potential V formen wir um, indem 
wir von der folgenden Identität ausgehen: 


41) 


T ^ ~ M cos (rx))| 

+ 4 [-^(4 cos(i 7 )-f 2 cos (rz)) - — (f 2 Cos(rx)— fiCOs(ry))| 

(4 cos (rz) - f, cos (rx)) - ^ (fs cos (ry) cos (rz))| 

- { fl cos (rx) + 4 cos (ry) + fg cos (rz) } (|| + 

(fl COS (rx) + f 2 cos (ry) + 4 cos (rz) Y 


eine Identität, die für drei beliebige (difFerenzierbare) Funktionen 
fl 4 fg von t gilt, wenn dieselben nur die Gleichung: 


42) fi2 + 42 + f^2 = i 


identisch erfüllen. Wir wählen für fi f^ fg die drei ganz bestimmten 
Funktionen von 

! fi = cos(^x), 
f2 = cos(i^y), 
f3 = cos(^/z), 


welche ja der Bedingung 42) identisch genügen, und setzen zur 
Abkürzung: 

0fi 


44) 


f _S4 


^33 - 


Wenn wir den auf diese Weise umgestalteten Wert von 
in 40) einsetzen, so folgt: 
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45) 


l" V = Ü cos (^x) I (cos(rx) cos(j^y) — cos (px) cos (ry)) 

ä L 

« . 1 ■ 

— (cos (rz) cos (px) — cos (rx) cos (^z)) j 

-T-cosfn’)| (cos(ry) cos(j/z) — cos(2^y) cos(rz)) 

— ^ (cos (rx) cos ('^y) — cos (ry) cos (rx))| 

-f- cos (vz) I ^ (cos (rz) cos (vx) — cos (vz) cos (rx)) 

— ^ (cos(ry) cos (pz) — cos (rz) cos (ry))| 

— cos ( tp ) (ij 1 -f- f22 + ^33) 
cos'^fr^)] 


Wir können die ersten drei Zeilen rechts mit Hilfe des 
Slokessclien Theorems uniformen, indem wir in der Formel des- 
selben (s. S, 12): 


rj/ 5W oV 


/8Ü 0W\ 


0\' 0U\ 


-j eos(.x) 4- ( ^ - -^^-)cos(.y)+(^^ - -jcos (.z)j d« 
= I j ü cos ((Tx) -h V cos (oy) 4 - W cos (crz) j der 


für den AnxenbÜck 


setzen. 


ü = cos(ry) cos(j^z) — cos(rz) cos(?^y), 
V = cos(rz) cos(>^x) — cos(rx) cos(?^z), 
W = cos(rx) cos(i^y) — cos(ry) cos(j^x) 


Es erhält dann die Formel 45) die folgende Gestalt: 

' = I* [cos (öx) I cos (ry) cos ( pz ) — cos (rz) cos (vj) | 

c 

■+ cos(o'y) I cos(rzj cos (vx) — cos (rx) cos (vz) } 

4- COS ((Tz) { cos(rx) cos (vy) — cos (ry) cos (vx) | ] dtr 

— ([r^ (fji + f2ä4- fsa) + r cos (rv)] — 4 — 1 


46 ) 



wo nunmehr das erste Integral über alle Elemente cW der Rand- 
kurve er von m zu erstrecken ist. 

Wir^ können aus der Formel 46 ) einige wichtige Schlüsse 
ziehen. Der Ausdruck unter dem Kurvenintegra! ist der Kosinus 
eines gewissen Winkels und ist als solcher seinem absoluten 
Werte nach kleiner oder gleich eins. Es ist daher das Kurven- 
integral seinem absoluten Werte nach: 

wenn er die Länge der Raiidkiirve vorstellt. Es ist ferner das 
Flächenintegral nach dem Satze IV a) seinem absoluten Werte nach 

< A * abs. Max. [r- 4- f22+ fss) -l- r cos (ri^)], 

wo A eine endliche Zahl vorstellt. Es folgt somit: 

47 ) V < er 4 - xV • abs. Max. [r^ {fu-t- ^22+ ^33) + cos (r?^)|, 
und nach 39 ): 

48 ) abs. V < abs. Max. (IZ) [ ö* 4- A • abs. Max. [r^ (f^ 4 - f22 + fss) 

4- r cos(r?^)] f. 

Es folgt hieraus, dass V auch endlich bleibt, wenn der Punkt 
(xyz) unendlich nahe an die Oberfläche o) von der einen oder 
anderen Seite lierantritt. 

Die Eindeutigkeit und Stetigkeit der Funktion V kann gleich- 
falls nach la) nur in Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von 
der einen oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche m 
herantritt. 

Es sei nun ein Punkt der Fläche; wir teilen durch 

eine Kurve ^ die Fläche o) in zwei Teile 07^ und "von denen 
der zweite (?o^c?o) enthält, während der erste durch irgend welche 
Entfernungen von (?o^o^o) getrennt sei; die von den beiden Teilen 
der Fläche herrührenden Potentiale seien und Vg. Lassen 
wir den variabeln Punkt (xyz) unendlich nahe von der einen 
oder anderen Seite an den Punkt herantreten, so ist 

zunächst nach la) in diesem Punkte eindeutig und stetig, 
während Vg Avegen der nach 48 ) geltenden Ungleichung: 

abs.Vg^abs.Max. (H) [^4-A-abs.Max.[r“(fii4-f22 4-f33)-hr cos(ri^)]| 

durch Verkleinerung von g unter jeden beliebig kleinen Wert 
herabgedrückt Averden kann. 



40 


Es lolgi daraus, dass ? bei unendlicher Amiäherang des 
Punktes (xyz) an den Punkt (lo'^so) der einen oder anderen 
Seite stetig bleibt, und dass auch die Randwerte von V zu beiden 
Selten der Fläche gleich sind. 

Ya) Das Fläc-henpotential: 


m 

ist für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der auch von der 
einen oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche 
lierantreten kann, stets endlich. Es kann nirgends, 
auch nicht bei dem Durchgänge durch die Fläche w, 
einen Sprung erleiden.*'^*'^'} 


O 

Wir betrachten nun die ersten Ableitungen des Flächen- 

poieiitials: 


49) 


0Y 

cx 

0Y 

IX 

0z 



«2 ’ 

CO 

= — 1 


e/ 

(O 


cl», 

! J .2 


O YT 

und zwar beschäftigen wir uns zunächst nur mit ■—, die Unter- 

ox 

..-;:grr. tur ^ und sind voilig anaiog. 

C} - oz 

Wir setzen die ersten Abieitiingen von H ais auf co überaii 
endlich voraus und bedienen uns zur Umformung des Integrales 

0 Y ^ O 

der Identität: 


=0 Aiinlidi, wie früher (S. 36), müssen wir zimäciist den Fall, dass 
(xyz) ein Punkt auf der Fläche w selbst ist, ausscliliefsen , da wir dem 
selben noch nicht untersucht haben. Wir verweisen in bezug auf diesen 
Fall auf die Untersuchungen S. 73. 

Wir brauchen für den Beweis dieses Satzes über M lediglich 
voraiissetzen, dass es auf w endlich ist. 
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einer Relation, die stets identisch besteht für drei beliebige 
Funktionen fj f 2 fs von 5, Vi dieselben die Bedingung: 

51) fi2 + V + f 32 =l 


identisch erfüllen. Unter fu fag fss verstehen wir dabei wieder die 

Ableitungen Wie früher setzen wir: 

i t’i = cos (vx), 
fä = cos(ry), 
fj = cos {vz) 


und formen nach dieser Substitution mit Hilfe der Identität 50) 
die erste Gleichung 49) um, dann folgt: 


53) 


0X 




m 


. . , 0 /Hcos{pj)\ 
0 


+ cos 


<-'{l 


0 / H cos (j'z) 
0f l r 
0 f H cos 


(null) - 

(null)} 


(r„ + (j, + f„) 


■ cos 


, jdH dH , , 0£r \)| 

(>^x) cos (j'x) + g- cos (pj) ^ cos (vz) j j 


(®) 


„ , ,cos(rv)’] 

- H cos (vx) — ^ 2 — dw. 



wir können die ersten drei Zeilen rechts mit Hilfe des 
Stokesschen Theorems uniformen, indem wir in der Formel des- 
selben i'S. 12 1 : 


fr, -TW cV- , /cU cW\ , ,, /dV 011^ 

0 ;^ 0'jy J 

= I j U cos (ax) + V cos ((ry) 4 - IV cos (o'z) } dfr 


n/cW cY'- ^ „ /0U cW\ ^ /oY 01T\ ] 


für den AimvnlTck: 


r = o, 


V: 


\V 


if cos(rz) 


H cos ivy) 


cY 

€X 


setzen. 

Es erhält dann die Formel 53) die Gestalt: 
. Egn.....(^kVl cos (gz) — cos (Vz) cos (ayj 


(WH . r / 


,oE cH..ctI 

[ -^C0S(*'X) + ^coi{vy)+.^cos(vz) 


•rj / .. cosiTrf 
H cos(vxi — 35 — Ci«, 


r- 


wo nunmehr das erste Integral rechts über alle Elemente der 
Banclkurve ff zu erstrecken ist, mul, falls n, cos{>'x), eos(^.y), cos(.'z) 
ant w nur abteiUingsweise eindeutig und stetig sind, auch über die beiden 
beiten derjenigen Kurven, welche die Fläche «i in Teile zerlegen, auf denen 
H, C0ä(_rxj, cos(»'y), cosfj'z) eindeutig und stetig sind. 

"Wir können aus der Formel 54) einige wichtige Schlüsse 
ziehen. Das Kurvenintegral ist endlich, solange wir uns in end- 
licher Entfernung von der Kurve (den Kurven) ff halten; das zweite 
Integral ist ein Flächenpotential und als solches nach Va) stets 
endlich, das dritte Integral ist seinem absoluten Werte nach 

-< Ä • abs. Max. (h cos (j^x)) < A • abs. Max. {H), 
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wo A eine endliche Zahl vorstellt (IVa). Es folgt somit aus 54) 
0V 

die Endlichkeit von — für ieden beliebigen Punkt des Raumes, 
öx 

der auch von der einen oder anderen Seite iinencliicli nahe an m 
lierantreteii kann ,'•'•) falls wir uns nur in endlicher Entfernimg 
von der Kurve (den Kurven) CT halten. 

Die Siridoul'gkeit und Stetigkeit der Funktion kann nach 

ox 


la) nur in Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von der einen 
oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche « herantritt. 

Es sei nun (?o%?o) Punkt der Fläche, der nicht gerade 
auf der Kurve (auf einer der Kurven) (j liegt. V,, seine positive 


Normale, 


0V 

0X 


0V 


der Wert von — , wenn man (xyz) von der positi- 
i-i- ox ■ * 

1 0 V i 

ven Seite an (?o'7oQ unendlich nahe herantreten lässt, und i- 


0X 


0V 


der Wert von wenn (xyz) von der negativen Seite an (?o^o^o) 
ox 


unendlich nahe herantritt, dann folgt aus 54): 



0V 

0X 


= 47iiir(go^o^o) cos(j/ox), 

+ 


denn das erste Integral rechts in 54) ist in stetig, das 

zweite Integral ein Flächenpotential, das dritte ein Fläclienintegral 
von der Art: 




cos (r^) 


dw, 




es folgt somit die Formel 55) durch Anwendung der Sätze Va) 
und IVb), und es ist dabei gleichgültig, in welcher Weise wir 
den Punkt (xyz) dem Punkte (?o^o^o) der positiven resp. 
negativen Seite unendlich nähern. Wir erhalten den Satz: 

Vb) Die ersten Ableitungen des Flächenpotentials: 



CO 


nach X, y, z sind für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der 
auch von der einen oder anderen Seite unendlich nahe 


*) Vgl. Anm. 1 , S. 40 . 
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die Fläche « herantreteii kann, stets endlich, falls 
H aui’ öj a bteilmigs weise eindeutig und stetig und mit 
seinen ersten Ableitungen überall endlich ist Sie 
sind, bei Vermeidung der Fläche m selbst, für jeden 
Punkt (xyz) des Raumes eindeutig und stetig, der auch 
TOD der einen oder anderen Seite unendlich nahe an 

die Fläche m heraiitreten kann. Bei dem Durchgänge 

0V 

durch die Fläche werden dagegen die Funktionen 
~ Sprünge erleiden^ und zwar gelten, wenn man 


cV 

W: 

41 

8x 4.’ 

cy e 

1 gz 

U- 

^cv: 


gx 

1 

i 

r^' 

DZ { 


die Werte bezeichnet, welche 

0x' 0y’ 0z 

aiiiiehmen, wenn man (xyz) einem Punkte der 

Fläche m xon der positiven resp. negativen Seite un- 
endlich nähert, die Ptelationen: 




■ 0V' :0V! ^ 

. . ■ 0V ^ ' 0V ' I 0V ! i 0V i 

56) =47r^cos(i.y), = 471 ^,^) 

cy. _ ^ cy . 1 , \Gy\_\cy\^ ’ ^ 

0V ; I 0V ; 

==47rif cos(j'z). 

’ cz I ez ^ ^ 

Der Satz wird im allgemeinen, sowohl in bezug auf 

die Endlichkeit der Funktionen als auch in 

cx oy 0z 

bezug auf die Gültigkeit der Formeln 56) eine Aus- 
nalinie erleiden, wenn man den Punkt (xyz) gerade 
einem Punkte der Randkurve von m oder derjenigen 


g=.|eosü.)-|coB(.y) + gcosM. 
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Kurven unendlich nähert, weiche w in Teile zerlegen, auf 
denen die Funkt! oiieii cos(rs), cos^'y), cos(j'z) eindeutig und 
stetig sind.p) 


Um die zweiten Ableitungen des Flächenpotentials, ausgehend von 
der Formel 54), zu, untersuchen, müssen wir uns zunächst mit den Ab- 
leitungen des Flächenintegrales: 

IXT/ ^ r cos(rr) 

W (xyz) = \ X — ^ dw 


beschäftigen. 

Wir untersuchen somit jetzt die Funktionen: 

' 0 W f cos (vx) — 3 cos (rx) cos (fj^) 


0 W __ f cos (pj) — 3 cos (ry) cos (r*^) 

I 


5'^) öy J 


0W ___ C cos (pz) — 3 cos(rz) cos (rj^) 
0z "”.1 r^ 


0W . , ... ÖW 0W 

Wir untersuchen nur die Betrachtungen tur 

sind vollkommen analog. 

Wir setzen die ersten Ableitungen von x als überall endlich 

, 0W 

voraus und bedienen uns zur ümformung des Integrales 

der Identität: 

cos (vx) — 3 cos (rx) cos (r?h 

^ J.3 

, ,f0 /xcos(rv)i ß/ xcos(rz)\l 
= cos(vx)h- ^ 


x cos(ry). 


) 

0s \ 

(null) 

0|V 

X cos (rz)\ 

_ 0 


■COSW (nu,.,} 


-- - cos (j^x) — 
dK cos(rj^) 


0X , . 03f . . dx . . 

^ cos(rx) 4- cos(ry) + ^ cos(rz) 



Xcicli Einsetzung dieses Ausdruckes in dem Integraie 


0W 


benutzen wir weiter zur Umformung des Integrales der drei ersten 
Zeilen rechts in 58) die Formel des Stokessciieii Theorems (S. 12): 


I I /ZW cV\, . „ /cO cW\ , , /r)V 0Ü\ /- dl ] 

I i ! i cos {.xj - ( -^ - cos (.y) + cos (.z)| cl« 

= 1 1 Ü COS ((jx) -f- V COS (fzy) + W cos (o'z) } dcr^ 


indem wir in derselben für den Augenblick: 

ü = 0, 




cos (rz) 


W = 


r- 

, .Wos(ry) 

r- 


setzeii. Es folgt somit: 

0 W ___ C cos (ry) cos ((rz) — cos (rz) cos (cy) 


GX 




r^ 


der 


- fcos ('J'X) i — + -^1 cosfryj dx cos(rz) -) 


dft) 


f'cx cos(r»') , 

T- \ deo, 

,J ei 

m 


v;o nunmehr das erste Integral über alle Elemente der Rand- 
Xlirve ff zu ei’strecken ist, und, falls x auf 0 > nur abteilungsweiso stetig' 
3¥t, auch über die beiden Seiten derjenigen Kurven, welche oj in Teile zer- 
legen, auf denen z eindeutig und stetig ist.!") 

Wir können aus der Formel 59) einige wichtige Schlüsse 
ziehen. Das Kurvenintegral ist endlich, wenn wir uns in end- 
licher Entfernung von der Kurve (den Kui'ven) ff halten; das zweite 
Integral setzt sich additiv aus den ersten Ableitungen von Flächen- 
zusammen und ist somit nach Vb) überall endlich, 
falls wir auch die zweiten Ableitungen von x als überall endlich 
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voraiissetzen; das dritte Integral ist seinem absoluten Werte 
nach 

/CJe \ 


A • abs. Max. 




wo A eine eiidÜche Zahl vorstellt (IV a). Es folgt somit aus 

oW 

59) die Endlichkeit von — für jeden beliebigen Punkt des Piaii- 

^iiies, der auch von der einen oder anderen Seite unendlich nahe 
an m herantreten kaniiA") falls wir uns nur in endlicher Entfer-- 
nung von der Kurve (den Kurven (T halten. 

Die Eindeutigkeit und Stetigkeit der Funktion kann nach 

■ 0X 

la) nur in Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von der einen 
oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche co herantritt. 

Es sei nun (?o^obo) ein Punkt der Fläche, der nicht gerade 
auf der Kurve (auf einer der Kurven) er liegt, seine positive 


Normale, 


0X 


und 


! ax 


r w . 

resp. die Werte von wenn man 

0X 


(xyz) von der positiven oder negativen Seite unendlich nahe an 
(^ü^o^^o) herantreten lässt, dann folgt aus 59): 


150) 


|0W| 

!0W| 

1^!- 

1 

1 


I ' 


■ ! 

i i'o 


cos(i'ay) + 


Je? 


cos (i^qX) 


cos (^qZ) 


}P»> 


wo wir durch den Index null andeuten, dass die betreffenden 
Funktionen an der Stelle (?ü^o^o) nehmen sind. Denn das 
erste Integral rechts in 59) ist in (Jo^o^o) stetig, für das zweite 
Integral ist nach Vb): 

*"1 I 


j Wert 1 - — I Wert 1+ = 4t€ cos (j^o^) 


je? 


COS(VoX) 


+ 


0» I 
CfJ jo 


C 03 {Voy)' 


cos (VqZ) 


(10| 


*) Vgl. Amii. 1, S. 40. , 

•'■*) Zu denen wir jetzt nach Vb) auch die Trennungskurveii von Flächen- 

, ^ . dx dy^ d>c 

teilen zu rechnen haben, auf denen cos(J''x), coöl^y), cos(i.'z), ^ 

eindeutig und stetig sind. 
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für das drirte nach IV' bj; 

VYert 


■47r — . 

|05 0 


Wir erhalten somit das Resultat: 

IVc)'^) Die ersten Ableitungen des Flächenintegrales 


nach X, t, z sind für jeden Punkt (xyz) des Raumes, 
der auch von der einen oder anderen Seite unendlich 
nahe an die Fläche m herantreten kann, stets endlich, 
falls K auf m mit seinen ersten Ableitungen abteilungs- 
weise eindeutig und stetig und mit seinen zweiten Ab- 
leitungen überall endlich ist. 

Sie sind, bei Vermeidung der Fläche m selbst, für 
jeden Punkt (xyz) des Raumes eindeutig und stetig, 
der auch von der einen oder anderen Seite unendlich 
nahe an die Oberfläche herantreten kann. Bei dem 
Durchgänge durch die Fläche werden dagegen die 

-Funktionen — , — , Sprunge erleiden, und zwar 
ox oy oz 

gelten, wenn man mit: 

j 0W 0W 0W 

0x 0y +’ 0z + 


0W 

0W 

OY +’ 

0Z . 


die Werte bezeichnet, welche 

^ 8 ^ 

0x ’ 0y ’ 0z 

annehmen, wenn man (xyz) einem Punkte der 

Fläche m von der positiven resp. negativen Seite un- 
endlich nähert, die Relationen: 

*) Wir bezeichnen den Satz, da er die Fortsetzung von IV a) und IV b) 
bildet, als den Satz IV c). 
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61 ) 


j- :0W 


0W 

1 8x 


0X 

i0W 


0W 

8y 


Sy 

I 0W 


0Wi 

1*0^1 


0z 

0W| 

1 

0W 

,1 dv 


1 dP 


_ 4 TT I ~ - cos (j'x) cos (j/x) 


dx , .. . dx , Jl (W) 


~4tTl 


+ ^ cos(i/y) + ^ cos (vz) I,' 

dx 

^ cos(j/x) 


{|!-coäW 

d7j 


, \ ' / Jl 

+ — cos(i^y) 4- ^ cos(-?>'z) j, 

= - 4 ?r [|| - cos(j/z) j^ll cos (vx) 


05« , . 0X . . 

+ ^cos(vy) + ^cos(vz) 


']!• 


Der Satz wird im allgemeinen, sowohl in bezug auf 

0W 0W 0W 

die Endlichkeit der Funktionen , als auch 

0x 0y 0z 

in bezug auf die Gültigkeit der Formeln 61) eine Aus- 
nahme erleiden, wenn man den Punkt (xyz) gerade 
einem Punkte der Randkurve von oder derjenigen Kurven 
unendlich nähert, welche a> in Teile zerlegen, auf denen 
die Funktionen mit ihren ersten Ableitungen und cos(^x), 
cos(j'y), cos(j'z) eindeutig und stetig sind.p) 


§4. 

Aus den Sätzen V b) und IV c) ergiebt sich nunmehr unter Benutzung 
der Formel 54) das folgende Resultat für die zweiten Ableitungen des 
Fläciienpotentials : 


V = 


Hdct) 


V c) Die zweiten Ableitungen des Fläciienpotentials: 



(0 


nach X, y, z sind für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der auch 
von der einen oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche 
CO lierantreten kann, stets endlich, falls B mit seinen ersten 
Ableitungen auf ca abteilungsweise . eindeutig und stetig und 
mit seinen zweiten Ableitungen überall endlich ist. Sie sind 
Korn, Potentiaitiieorie. 4 
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bei Vermeidung der Fläche w selbst, für jeden Punkt (xyz) des 
Baumes eindeutig und stetig, der auch von der einen oder an- 
deren Seite unendlich nahe an die Fläche w herantreten kann. 
Bei dem Durchgänge durch die Fläche werden dagegen die 
Funktionen 

ÜX. ^ g-v 

cx-' 6y-’ Sz-’ cyoz’ dz0x’ 0x0y 
Sprünge erleiden, und zwar gelten, wenn man mit: 


0W 

' 0W ■ 

•gw 1 

; 0W 


i ^V 

1 0W 

CX- 4«' 

; gy' -r* 

: 0z- W’ 

1 öyez 

5 

-L 

1 0Z0X 

~l' 1 0x0y 

c-Y ■ 

:gw ! 

;0W ! 

! e=v 


j aw 

LÜL 

cx- ’ 

gy‘ !“ 

Czr ’ 

, 0y0z 

5 

j 0Z0X 

- 1 0x0y 


dit' Werte derselben bezeichnet, wenn man (xyz) einem Punkte 
der Fläche w ron der positiven oder negativen Seite un- 
endlich nähert, die Belationen:(”) 


:^= 4 rtH jX (^cos (>’s)) — cos- (.-x) (cos (j-x)) + — 
-r (cos(>'z)jj j + Sri cos(j'x) 



_^= (cos(.-y)) — cos-’(t'y) (cos(vx)) 

-f- X (cos (j'z))J I + 8:i cos (>'y) 


X (cos(ry)) 


[| (cos(^-x)) + ^ (cos(»'y)) 

X (cos(>’z))]| 4- Sti cosCrz) 

^ W ® J (‘'y) [| («0® (*’^) ) 

+ (cos (i-y) ) + — (cos (i'z)) j j + I cos (^/y) |? 4- cos (yz) | , 


I e?el - ~ i 4 ^ “ i ef Lei ) 

^ (®°® ^'’y^ ) ^ (''2))] 1+431 |cos (i/z) H 4- cos (j'x) 1^1 , 

j ^ ^ ("y) ) ~ [| d'»® ) 

X ^ d*"® (''y) ) X ^ (cos (vz)) j 1+ in |cos (j'x) |^+ cos (»y) ^j- 
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Der Satz wird im a-Iigemeinen, sowolil in bezug auf die 
Endlichkeit jener Funk tionen als auch in bezug auf die G-ültig“ 
keit der letzten Formeln eine Ausnahme erleiden, wenn ma,n 
den Punkt (xvz) gerade einem Punkte derßandkurve oder der- 
jenigen Kurven unendlich nähert, welche w in Teile zerlegen, 
auf denen die Funktionen M, (ios{px), ßos{yy}^ cos(rz) und ihre 
ersten Ableitungen^-) eindeutig und stetig sind. f) 


§ 

In gleicher Weise folgt aus der Formel 59) mit Hilfe der Sätze IV c) 
und Yc) das folgende Resultat für die zweiten Ableitungen des Flächen- 
integrales: 

(O 

IV d) Die zw’eiten Ableitungen des Flächenintegrales: 

w =Jz d(u 

(X) 

nach X, y, z sind für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der auch 
von der einen oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche 
w herantreten kann, stets endlich, falls 5« mit seinen ersten 
und zweiten Ableitungen auf co abteilungsw^eise eindeutig und 
stetig und mit seinen dritten Ableitungen überall endlich ist. 
Sie sind, bei Vermeidung der Fläche w selbst, für jeden Punkt 
(xyz) des Raumes eindeutig und stetig, der auch von der einen 
oder anderen Seite unendlich nahe an die Oberfläche heran- 
treten kann. Bei dem Durchgänge durch die Fläche \verden 
dagegen die Funktionen 


anv dm dm dm dm dm 

ax^ ’ 0y2’ 0^2 ’ dydz’ dzdx^ dxdj 

Sprünge erleiden, und z\var gelten, wenn man mit 


resp. 


anv 


anv 


a'^w 


a^w 


a^w 


a^w 

ax- 

+ 

ay" 

? 

+ 

ez'^ 

5 

_j_ 

0y8z 

5 

4- 

dzdx 

j 

+ 

axay 

|02W 

1 

ja^w 


dm 


e^w 


dm 


1 a^w 

ax'-" 

i 

dy2 j 

5 

dz^ 


ayaz 


dzdx 

j 

ax0y 


'•■) Für die Sätze Vc) und IVd) nehmen wir stillschweigend die Vor- 
aussetzung hinzu, dass die ersten Ableitungen von cos (^x), cos (»^y), cos (vz) 
auf CO abteilungs’weise eindeutig und stetig, die zweiten Ableitungen end- 
lich sind. 

4 ^ 
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die Werte derselben bezeichnet, wenn man (xyz) einem Punkte 
der Fläche w von der positiven oder negativen Seite iin- 
endlich nähert, die Relationen:(^-) 


an? 

: cx“ 


: 

I CYCZ ^ 


^ a-w I 

Sx“ i- 


== An I cos 


(‘■x) cos (vx) ') + 5^ cos (l'x) 




0/0^ , 


: ^ 

: dydz :4. 


_^= inl cos (j'z) cos (yy) ^ 4- 1 




S>!\Sl 


cos j 


d fdy- , ^ '\i d-y> | 

+ _^_eosey)Jj-g^g.f, 


Der Satz wird im allgemeinen sowohl in bezug auf die 
Endlichkeit jener Funktionen als auch in bezug auf die Gültig- 
keit der letzten Formeln eine Ausnahme erleiden, wenn man 
den Punkt (xyz) gerade einem Punkte der Randkurve oder der- 
jenigen Kurven unendlich nähert, welche w in Teile zerlegen, 
auf denen die Funktionen 

X. ihre ersten und zweiten Ableitungen, 
cos(vx), cos(ry), cos(rz) und ihre ersten Ableitungen*) ein- 
deutig und stetig sind.('^) 


4. Kapitel. 

Das Raumpotential und seine Ableitungen. 

§ 1 - 

Wir untersuchen jetzt das Raumpotential, also das Raum- 
integral : 

62) V(x, y, z) =j^-, ■ 

% 

wobei dr (§, ein Element des gegebenen Raumes ®, E eine 
abteüungsweise eindeutige und stetige Funktion der Stelle in dem- 
selben, r die Entfernung des variablen Punktes (xyz) von dz- vorstellt. 

Wir wissen zunächst nicht, ob V für Punkte des Raumes z 
selbst einen Sinn hat, und untersuchen die Funktion für äufsere 
Punkte (xyz). 


*) Vgl. Anm. S, 51. 



Es ist zunächst: 

63) abs. V < abs. Max. (E) • V, 

wo: 



T 


imd abs. Max, (E) der absolut gröfsteWert ist, den £ überhaupt 
in dem Raume t hat. Das einfachere Potential V formen wir 
um, indem wir von der folgenden Identität ausgehen: 

65 ) Ih ^ Y: ■ 

Es wird mit Hilfe derselben: 

T 

oder mit Hilfe des Theorems von Green (Satz C. Seite 18): 

66) V = -^ l^cos (rv) äm, 

wo dw ein Element der Ober- 
fläche von T, V seine innere 
Normale vorstellt. 

Da cos(ri^) seinem ab- 
soluten Werte nach stets ^ 1 
ist, folgt: 

67) 

wenn m den Flächeninhalt 
der Oberfläche von t vor- 
stellt, und: 

68) abs. V < abs. Max. {E) • 

Es folgt hieraus, dass V- auch endlich bleibt, wenn der Punkt 
(xyz) von aufsen unendlich nahe an die Oberfläche m herantritt. 

Um nun auch dem Integrale V für innere Punkte einen Sinn 
zu geben, müssen wir eine Betrachtung über sogenannte uneigent- 
liche Integrale einschalten. 


m 
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§ 2. 


Man giebt in der Theorie der bestimmten Integrale dem In- 
tegrale: 

o 


den Wert: 


J = y aS 


indem man in der Formel: 

a £ 


C dx C dx f dx 

; A z=0 £—0 e- ^ 


69) lim ^ = 0, 2 > 0 


setzt, und man bezeichnet das Integral J, das infolge der Glei- 
chung 69) auch so geschrieben werden kann; 


70) 


s 


als ein uneigeiitliclies Integral 

Wir betrachten mm in der xy Ebene das Integral: 



' dcf3 


2>-0 


wo dtö {fjt) irgend ein Element 
eines ebenen Fiächenstückes «, r 
seinen Abstand von dem variabeln 
Punkt (y, z) vorstellt. Wir wollen 
zeigen, dass wir nach der Fest- 
setzung 69) auch dieses Integral 
für innere Punkte als iineigent- 



liches Integral auffassen können, d. li. dass niain nachdem rnaii 
aus der Fläche m eine kleine Kreisfläche (R) um (yz) als Centrum 
ausgeschnitten hat. 


71) 


' äd) 


= hm 

<o-(Rj 


dcö 


>l>0 


setzen kann. (Die Fläche w — (R) ist in der Figur schraffiert.) 
Um dies zu zeigen, .denken wir uns von (yz) an die Randpiinkte 
eines Elementes da der Randkurve 
'<j von ■ 0 ) die Graden gelegt und 
ferner die Kreise mit den Radien 
r und r -f- dr um (yz) als Centrum. 

Das durch diese vier Linien be- 
grenzte Element dtf) ist: 

cl£d = rdrdf/, 

wenn d^^ der kleine Winkel ist, 
unter dem dtr in (yz) erscheint. 

Es wird somit für (xyz): 



C7T Q 




O O 


> 0 


oder nach 70): 


do) 




^ lim 

E: 


0 R 


= ;i>0, 

R — Oe' ^ 

«-(R) 


so dass also aus 69) die Formel 71) folgt, die mit der folgenden 
gleichbedeutend ist: 



A>0. 
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Wi; 


ir 


--- weiter das Integral: 



J, 


ch ' 


F%. 29, 


J„°es ein Element 

Stand ^on dem' variaLS7;„tt 
(^■z) vorstellt. Wir wollen zeigen 
fuch ""w" Festsetzung"69) 

e *■ eine IclAm,. w,,’ , 


r.. I Inteo'rfil 

^^fhdem man aus dem Raume fen, ™an 

Gentrum -■W£-sch;-.:i:en hat, Kugel ® „m (xyz) 

" B=o. r 3 -^’ -^^ 0 , 


lim fiL 
B=oJr3-^’ 

-'atzen kann. (Der Raum r_(i) .. . ^ 

^ies zu zeigen, denket J 1 T 

^ -Randkurve eines^^RlI^^ 

Oberfläche « Z <3« der 

teren Kegel und ®° elemen- 

«c6e„ mit de"Vr® ''“ 

™ (^y^) als Cenln,“ "n, * 

di-*',.*“ iegrenzie BemS 

dr = r 2 (jy^o^ 



f'%- so. 


Clo die scheinbare TrÄC 

;n (xyz) vorstellt. Rs 1°?" 
für (xyz); 'vird somit 


pr-X 




oder nach 70); 


Jri- 
o 


-^>■0 



— Di — 




dr 


R=o J 


R 


so dass also aus 69) die Formel 73) folgt, die mit der folgenden 
gleichbedeutend ist: 

74) lim (4^=0, A>0. 

R=oJr3->- 


Im besonderen ergiebt sich aus 74) für 
Z = 1 und ;. = 2 ; 

75) limß=0, 

K=oJ 1 

(Ir) 


76) lim 

R=oJ r 


ri^=ö. 


§ 3. 

Wir untersuchen nach dieser Abschweifung das Raumpoteiitial 


für innere Punkte (xyz)^ Es besteht wie früher (Formel 63) die 

Ungleichung: 

77) abs. V ^ abs. Max. (E) - V, 

wo: 

^ C dr 
r 

T 


78, V=p 


und abs. Max. (E) der absolut gröfste Wert von E ist. Man 
kann nun nach 76) V als ein uneigentliches Integral auffassen, so 



•dass nach Konstruktion einer kleinen Kugel mit dem Radius R 
um (xyzj als Centrum: 

79) V = lrm(-^. 

E=o.J r 

tr-0 

Für den Raum t — 0 ist nun (vgl. Fig. 29) fxyz) ein äufserer 
Punkt, es ist somit nach 67): 

V ^ “ (ö5 H- 47 t R-) : 

L ' i lim R = 0 

oder : 

SO) V < Y 

81) abs. V < • abs. Max. {E)oa, 

wo m den Fiäclienraum der Oberfläche m von ^ vorstellt; wir 
orlialteii dieselbe Formel 68 ), wie für äiifsere Punkte, und es 
folgt aus derselben, dass V auch für innere Punkte überall end“ 
lieh ist; wir brauchen hier, da die Formel 81) nicht die Stetig- 
keit von E voraussetzt, den Fall, dass (xyz) gerade auf der 
Fläche m liegt, nicht auszuschliefsen. 

Die Eindeutigkeit und Stetigkeit der Funktion V kann nach 
Satz la) nur in Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von 
aufsen unendlich nahe an die Oberfläche co von 'c heranrückt 
oder in das Innere von x hineinlritt. 

Es sei nun {§0^0 Q ein Punkt der Oberfläche (ß oder im In- 
nern von wir teilen durch eine Fläche -S" den Raum x in zwei 
Teile und %, von denen der zweite (?o^o^o) enthält, während 
der erste durch irgend welche Entfernungen von (^o%^o) getrennt 
sei; die von den beiden Teilen des Raumes herrühreiiclen Po- 
tentiale seien und Nun ist zunächst in (?o?o^o) 
deutig und stetig, während ¥3 wegen der nach 81) geltenden 

abs. V 2 ^ .5' • abs. Max. {E) 

durch Verkleinerung von 2 unter jeden beliebig kleinen Wert 
herj.bgeurückt werden kann. 

Es folgt daraus, dass V in (lo%ko) eindeutig und stetig ist. 



via) Das Raiimpotential: 





ist für jeden Punkt des Piaumes, der auch von aiifsen 
an die Oberfläche des Gebietes t unendlich nahe heran- 
rücken, auf der Oberfläche selbst liegen oder in das 
Innere von t; liineintreten kann, eindeutig und stetig. 


§4. 


Wir wenden uns nun den ersten Ableitungen des Raum- 
potentiales zu: 


82) 


cV 

cx 


^cos(rx) , 
i E V— ^ dr, 

r- 




0V 

0z 




und zwar beschäftigen wir uns zunächst mit 
saclrangen für sind völlig analog. 

O ^ CZ Q C 


0x’ 


Es ist: 


0V 

83) abs. tt- < abs. Max. (E) 
ex 


1 r^ ’ 


die ünter- 


da für innere Punkte das Integral nach 75) als uiieigent- 

iiches Integral aufgefasst werden darf, können wir unsere Be- 
trachtungen für beide Fälle, dass (xyz) ein äufserer oder innerer 
Punkt ist, zusaminenfassen. Es ist identisch: 
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somit linier A-: des Theorems C. von Green (S. 18) für 

äüisere Pimkie Ixyz): 

’'cos(ry) 


r_^ _ 

J r- ", 




IVO y die innere Xormale eines Elementes d« ' der Oberfläche ' m 
von T vorstellt, und für innere Punkte (xyz): 


! F - 1.” • ( fm' 


also in beiden Fällen: 


So) f|i _ d„, 


und nach 83): 


cV 




86) abs. < abs. Max. (E) 


Das Integral rechts ist als Flächenpotential nach Va) stets 
trndiich für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der auch von innen 
oder aufsen unendlich nahe an die Oberfläche a heranrücken 
darf: wir brauchen auch hier, da unser Beweis nicht die Stetig- 
h.eit \on £ voraussetzt, den Fall, dass (xyz) gerade auf der 
Fläche CO liegt, nicht auszuschliefsen. 

Die Fir.dextigkeit und Stetigkeit der Funktion ™ kann nach 

r , • 

la) nur m Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von aufsen 
unendlich nahe an die Oberfläche « von t heranrückt oder in 
das Innere von x hineintritt. 

Es sei nun (lo%to) ein Punkt der Oberfläche <a oder im In- 
neren von v: wir teilen durch eine Fläche den Raum t in zwei 
Teile xj und r,, von denen der zweite (Jo^Q enthält, während 
der erste dureli irgend welche Entfernungen von (?o)/ofo) getrennt 
sei: die von den beiden Teilen des Raumes herrührenden Teile 

von seien und Nun ist zunächst ^ in (?« % to) 

eindeutig und stetig, während 
Ungleichung; 


6x 


wegen der nach 86) geltenden 
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abs. ^ < abs. Max. (E ) . d« 

durch Verkleinerung von .S' unter jeden beliebig kleinen Wert*) 
herabgedrückt werden kann. Es folgt daraus, dass ^ in (?f,%so) 
eindeutig und stetig ist. 

VIb) Die ersten Ableitungen des Raum23otentiales: 





sind für jeden Punkt des Raumes, der auch von aufsen 
an die Oberfläche des Gebietes t unendlich nahe 
heranrücken, auf der Oberfläche selbst liegen oder in 
das Innere von z hineintreten, kann, eindeutig und 
stetig. 


§ 5 . 

Wir untersuchen nun die zweiten Ableitungen des Raum- 
potentials, und zwar zunächst die ersten Ableitungen der Funktion : 


W 

0X 



cos(rx) , 
— dr, 


die Betrachtungen für die ersten Ableitungen von ^ und — 

0y. 0z 

sind völlig analog. 

Wir setzen die ersten Ableitungen von E als in dem Raum 
'e: Überall endlich voraus und bedienen uns zur Umformung des 
0V 

Integrales der Identität: 


87) + 

r-^ 0§Vr/ 0 ^ r 


Es folgt nach derselben mit Hilfe des Green’schen Satzes C. 
(Seite 18) für äufsere Punkte (xyz): 


*) Man vergleiche den Beweis des Satzes Ya). 



rV 

cx 


■ dw=;=) + ^ 


CcE ck 


v;o das erste Iiitesxal über alie Elemente äw (mit der inneren 
Xormalen der Oberfläclie m von t zu erstrecken ist, für 
innere Punkte: 


lim 

(R) 


E cos(i^x) , . öE ät 
1 r ^ r 

ir--(R) 


■^E cos (fx) ,, __ C cE 


also in beiden Fällen: 

ä rV _ t 

I PP “ ^ 


analog': 


E cos (>’x) 


dö3 -f 


''*dE dr 
cS r 


S) cy 


0V fEcosl'^y) , CdE dr 
= \ dm ••') -h\7^ ’ 


0 V C E cos (Vz) 


cz 


= 1 


dw^')4- 


Cri r 

0i? dr 
0^ r ^ 


wo stets V die innere Xormale von dw vorstellt. 

Xacli der ersten dieser Formeln lassen sich die zweiten Ab- 

leltiing-en: 

m 02V 02V 

0x- ’ 0x0y’ 0X0Z 

in folgender Weise darstellen: 


wo: 


ew 

dX 

0^ 

0X“ 


0X ’ 

02\' 

_ 

05" 

ex0y 

“ Sy ^ 

’ 

03V 

dX 

‘oS 

ÖX0Z 

~ & + 

0z ’ 


Hier sind, falls E innerhalb r nur abteilungsweise eindeutig und 
stetig ist, zu w auch die beiden Seiten der Trennungsflächen von ßaum- 
teileii liinzuziirecliiien, in denen E eindeutig und stetig ist. 
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9ö) A-= I £cos(»'x) 'p,*) 


91) =-. 


•dB cU 

Vi V 


Da X ein Fläclienpotenlial, 5' ein Raumpoteiitial ist, können 
wir nach Vb) und VIb) sofort die uns interessierenden Eigen- 

0^V 02V 

schäften der zweiten Ableitun.enn angeben. Nach 

0X" 0X0y ÖX0Z 

Vb) sind die ersten Ableitungen von X in dem ganzen Raume 
bei Vermeidung der Fläche (der Flächen) m selbst eindeutig und 
stetig, wobei man den variabeln Punkt (xyz) auch unendlich 
nahe von der einen oder anderen Seite an die Fläche (die Flächen) 
m hcrantreten lassen kann; für die Randwerte zu beiden Seiten 
der Fläche gelten die Formeln: 


92) 



0X 


0X 


0x 


0X 


dX 


dX 


\W\ 

- ' i 



dX 


dX\ 


0Z 

!— 

0Z 1 


= 4:71 E cos^()^x), 

h 

= 4nE cos{vj) cos(3^x), 


immer bei Vermeidung von Trennungskurven stetig gekrümmter Teile der 
Flächen co. 

Nach VIb) sind ferner die ersten Ableitungen von S im ganzen 
Raume eindeutig und stetig, es ergiebt sich somit für die zweiten 
Ableitungen. 

02V 02V 02V 

0x‘-^’ 0X0y’ 0X0z’ 

und analog für die übrigen zweiten Ableitungen von V das fol- 
gende Resultat: 

VIc) Die zweiten Ableitungen des Raumpotentiales; 

dx 




=9 Vgl. Anm. S. 62. 
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sind, unter Vermeidung der Oberfläche m des Raumes 'ir 
iiBcI der FI im weiche den Raum i in Teile zerlegen, in 
iieneii E stetig ist(ö), für jeden Punkt (xyz) eindeutig und 
stetig, der auch von der einen oder anderen Seite un- 
endlich nahe an die Fläche (die FIäclien=-V^ « herantreteii 
darf. Dieselben werden jedoch im allgemeinen bei dem 
Durchgänge durch die Fläche (die Flächen) m Sprünge 
erleiden, und zwar gelten, wenn man mit 




loW 1 

■_sw 1 

1 02\t j 

j 02V 

1 cx^ 

W - 

; i-r 


j 8z 8x !+’ 

! Sx8y + 

resp. 






: an^' ' ^ 

m- i 

53V ; 

1 5^ j 

m 

02V 

; 

gy2 •_ 

^ o ; ? 

CZ^ !- 

i Syoz !- 

’ 0Z 0X 

! 8x8y 

die Werte 

t von 






o’-V 

m dW 

83V 

0W 0W 



cx^’ 

0^’ 0?^’ 

cjdz 

0Z0X 0X0y’ 

J1 


bezeichnet, wenn (xyz) von'der inneren oder äufseren 
an einem Punkt der Fläche (der Flächen) m 
iiiiendlicli nahe heranrückt, die Formeln: 


•m\ 


; 0X2 „ 1 

0x2 

1 02V 1 

83V 

1 ay2 


02V 1 

C^v : _ 

0Z2 _ i 

8z3 

02? 1 

: aOVT i 

, U-V ! 

0y0Z 

8y8z i + 

02? 1 

i 62V i 

0Z0X |_ 

8z6x i+ 

02? ^ 

1 82V 1 _ 

0x0y 

1 0x0y 


— = 47r£' cob\vx), resp. = 47i ^ EJ cos‘^(rx), 

^V : 

I _ = 47r^ COS^ resp. == 4n {E_^ — E_J cos‘-^ (ry), 

l' !-t- 

COS‘2(i/z), resp. = 471 E_} cos‘^(^^z), 


resp. = 47r (E__^ — Ej) cos(ry) cos( 2 /z), 
— inE cos(i^z) cos(3^x), 

resp. = 4n [E^^ — cos(i^z) cos (j^x), 
= 4:71 E COS (px) cos(^y}, 

resp. = 47 t (ü:_j_ — cos‘(?^x) cos(iy). 


Für die Flächen, weiche den Raum r in Teile zerlegen, in denen 
M eiiideatig und stetig ist, ist es nach den folgenden Formeln gleichgültig, 
■welche Seite derselben man als innere oder äufsere bezeichnet. ^ 

Über die Werte auf der Fläche (den Flächen) w s. Seite 76, 



Der Satz wird im allgemeinen sowohl in bezug* auf die 
Eindeutigkeit und Stetigkeit der Funktionen 

^ ^ 

Cx~ Oj" Öz- ÖySz; dzdx ^ 0X0V 

als auch in bezug auf die Gültigkeit der Formeln 93), 94) eine 
Ausnahme erleiden, wenn man den Punkt (xyz) gerade einer 
der Tr eniiungskurv en stetig gekrümmter Teile der Flächen w 
unendlich nähert. 


§ 6. 

Der Sprung, den nach dem Satze VI c) der Ausdruck; 


Q-^ 0W 0W 

9 '^) "^^= 0 ^+ 03 ^ + ^ 

bei dem Durchgänge durch die Oberfläche w erleidet, ist: 
j ^ V — I z/ V |_j_ = ifüE (cos^ ()^x) 4- cos^ (j^y) + cos^ 
und da I |_ für die Oberfläche co (nach Ib) null ist, folgt: 
96 ) \JY\+^~4:TrE, 


wo, um dies noch einmal her vorziih eben, | JY |+ den Wert von 
JY vorstellt, wenn der Punkt (xyz) von innen unendlich nahe 
an einen Punkt der Oberfläche co herantritt. 

Sei jetzt irgend ein Punkt des Gebietes «•, der durch 

irgend welche Entfernungen von der Fläche (den Flächen w) getrennt 
ist, dann können wir stets eine kleine in 
dem Raume t gelegene Kugelfläche (R) 
konstruieren, die durch den Punkt (?^t) 
geht. Diese Kugel teilt den Raum t in 
■zwei Teile, den Raum: 

T, =T-(e) 

und den Raum: 

Ttj == , 

•der durch den Kugelraum dargestellt wdrd. 

Der dem Raume % zugehörige Teil von V Fig. gi. 

Korn, Potentlaltiieorie. 5 
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heilse r^, der dem Raume to zugehörige Teil V9, dann ist, falls 
man den Ponkt (xyz) dem Punkte von dem Inneren des 

Kugelranmes aus unendlich nähert: 

j =0 nach Satz Ib), 

\ — 4:71 E nach 96), 

somit: 

93) z/Y = — 471 E. 

Nun ist nach Voraussetzung E in eindeutig und stetig 

und gleichfalls die zweiten xVbleitungen von V nach' Satz VIc),. 
sobald man die ersten Ableitungen von E endlich annimmt, die 
Formel 98) gilt also für den Punkt (?^s), ohne dass man voraus- 
ziisetzen braucht, dass (xyz) sich dem Punkte (|^J) von irgend 
einer bestimmten Seite unendlich nähert. Wir erhalten das 
Resiilfa.t : 

\ld) Der Laplacesche Differentialausdruck: 

C‘X“ ‘ cy2 

des Raiirapotentiales: 

J r 
% 

entspricht für jeden Punkt des Raumes t, der auch 
unendlich nahe von innen an die Oberfläche «*) heran- 

treten kann, der Formel: 

JY — — 4 TT -E, 

lal Is E in dem Gebiete t abteilungsweise eindeutig und* 
stetig und mit seinen ersten Ableitungen endlich ist. 
Der batz i?ird im adlgemeinen eine Ausnahme erleiden, falls- 
niiui den Punkt (xyz) gerade auf einer der FlächeirD annimmt, 
weiche den Raum t in Teile zerlegen, in denen E eindeutig' 
und stetig ist. 


Über den Wert von JY auf der Fläche (den Fläclieii) w vgl. S. 78. 



III. Abschnitt. 

Schliissbeiiieifengeiz ziiiii I. Teile. 


1. Kapitel. 

Über die Werte des üIäc’i5r_L-tsg;;a’.ei. W, des 
Pläelieripotentiales und ihrer Ableitungen auf 
der Fläche selbst. 

§ 1 - 

Bei den Sätzen (III, IV, V) über das Flächenintegrai : 

00 

und das Flächenpotential: 

vr f 

00 

haben wir bisher den Fall, dass der Punkt (x y z) auf der Fläche m 
selbst liege, ausgeschlossen, und wir mussten infolgedessen auch 
bei den Sätzen VI c) und VI d) über die zweiten Ableitungen des 
Ranmpotentiales 



ZT 


den Fall ausschliessen, dass (xyz) auf der Oberfläche m von % 
oder den Flächen liege, welche t in Teile zerlegen, in denen E eindeutig 
und stetig ist. 

Wir wollen jetzt diese Lücke aus- 
füüen und zunächst zeigen, dass man 
V und W auf der Fläche selbst als un- 
eigentliche Integrale definieren darf, 
d. h, dass man, nach Konstruktion einer 
kleinen Kurve welche die Fläche m 
in zwei Teile und C02 teilt, von denen 
der zweite den Punkt (xyz) enthält 
während der erste von ihm durch 
irgend welche Entfernungen getrennt 
ist, die Integrale so definieren darf: 
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99 ) 


r., fl« ,• r fl« 

V ~\H ~y= lim -p 

J 1 tOa=0j 1 


w 


cos (rv) 

Z :5 dö) = lu'Ü 


a ).>==0 

O) 


cos(vv) 

X Ci«, 


also als den Grenzwert der Integrale über Mj, wenn inan die 
Kurve g den Punkt (syz) immer näher umschliefsen lässt. Um 
diese Definitionen zu rechtfertigen, müssen wir die Formeln: 


100 ) 


1 TT dw 

m I F — = u, 
r 


tu„= 0 

«ö 


lim l dw = 0 

0).2 

als eine Folge der Gleichun.n: 


beweisen. 


6 

c dx 

101) hm \ =0, / >• 0 

e=o J ^ 

6 


W ir denken uns hierzu im Punkt (xyz), der vorläufig als 
cliircli irgend welche Entfernungen von der Puindkurve und den 
Trenn ungskiir veil stetig gekrümmter Teile von « getrennt aagenonil'Uiei": 

werde, die Tangential- 
ebene der Fläche « 
und in derselben um 
(xyz) als Centrum einen 
Kreis mit dem Radius 
R. Wir können stets 
einen genügend klei- 
nen, endlichen Radius 
R wählen, dass jedes 
Lot der Ebene in einem 
Puiikie dieser Kreisfläche die Fläche oo nur in einem Punkte 
schneidet, wenn man die Länge dieser Lote gleichfalls kleiner 
als eine genügend kleine, endliche Länge wählt. Wir wählen 
jetzt als Kurve ? die Kurve, welche der in dem Kreise (R) auf der 
Ebene lotrechte Gylinder aus w ausschneidet. Es ist dann: 





und daraus die erste Formel 100), da: 

abs. j ™ abs. Max. (H) j 

(^2 ^2 

Da der Beweis nur die Endlichkeit, nicht die Stetigkeit von 
M voraiissetzt, kann (xyzj auch auf der Raiidkurve oder einer 
Tremiiingskurve stetig gekrümmter Teile von (jO liegen. 

Zum Beweise der zweiten Formel 100) bemerken wir, dass 
wir zunächst R genügend klein wählen können, so dass für jeden 
Punkt auf der vorläufig als von der Randkurve und den Trennungs- 
kurven stetig gekrümmter Teile von w durch irgend welche EntfeF“ 
iiungen getrennt angenommen werde, 

105) cos(j^r) = r {co.s(rx) Fj -h cos (ry) Fg -h cos (rz) Fg + 


wo: 
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106) 


Fl = ^ (cos (vx)) cos (rx) +• ^ (cos (vx)) cos (ry ) 


0 

a7' 

d 


(cos (^^x)) cos (rz) , 

F, = ~ (cos(vy)) cos(rx) + ^ (cosCj-j)) cos(ry) 

+ — (cos (vy)) cos (rz). 


Fg = (cos (Vzj) cos (rx) -4- -y (cos (?^z)) cos (ry) 

■ ^ (cos (^z)) cos (rz) 


oz 


und J durch Verkleinei^anc von R unter jeden beliebig kleinen 
Wert iierabgedrückt werden kann. Infolge 105) wird: 

lOT) 

«2 

wo W eine stets endliche Funktion von (J^^) vorstellt. Es folgt 
hieraus nach der ersten Formel 100): 

lim 

a>,=0 J r^ 

Cö.2 

das ist die zu beweisende zweite Formel 100). Da wir wiederiini 
für den Beweis nur die Endlichkeit, nicht die Stetigkeit von 
vorauszusetzen brauchen, brauchen wir den Fall, dass (xyz) auf 
der Randkurve oder einer Trennungskurve stetig gekrümmter Teile VOfl 
m liegt, nicht auszuschliefsen. Nachdem so bewiesen ist, dass 
die Integrale V und W für alle Punkte der Fläche, einschliefslicli 
der Randkurve und der Trennungskurven stetig gekrümmter Teile von 
m. als uneigentliche Integrale aufgefasst werden dürfen, wollen 
wir dies auch von den Funktionen: 


ox 

TL' 

0y 

oV 

U 


H 


cos (rx) 


dö), 


CO 

_ f d„ 
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nacliweisen, hier aber unter Ausschluss Yon Punkten der Piand- 
kurve und der Trennungskurven toh Tcdlen der Fläche, auf welcdiea 

ff, cos(i^x), cos(i'y), cos(j'z) 


eindeutig und stetig sind, uiid unter Annahme endlicher erster Ab- 
leitungen von H, 

0V 

'Wir werden die Behauptung für bewiesen haben, wenn 
wir die Formel: 

108) lim h-^T)— -$^d« = 0 

(0.^ = 0 J 

als eine Folge von 101) darstellen können. 

Wir denken uns, wie früher, in einem Punkte (xyz) der Fläche, 
in dem ff, cos(rx), cos(i'y), cos(yz) eindeutig und stetig sind, und der nicht 
auf der Randkurve liegt, die Tangentialebene der Fläche co und 
in derselben um (xyz) als Centrum einen Kreis von genügend 
kleinem Piadius Pi, so dass jedes Lot der Ebene in einem Punkte 
dieser Kreisfläche die Fläche m nur in einem Punkte schneidet, 
wenn man die Länge dieser Lote gleichfalls kleiner als eine ge- 
nügend kleine endliche Länge wählt. Wir wählen weiter wie 
früher als Begrenzungskurve von «g die Kurve welche der in 
dem Kreise (R) auf der Ebene lotrechte Cylinder aus co- aus- 
schneidet (Fig. 33). Bezeichnen wir mit ^ die Entfernung und 
Richtung 

von (xyz) nach dem Fufspunkte des von ttuf die 

Ebene gefällten Lotes, 

mit do die Projektion von df« auf dieselbe Ebene, so ist jedes: 


^cos(rx) 


dcö = ■— Il(xyz) 


cos(gx) . , 

clo + — d6), 

0 - r 


wo W eine endliche Funktion von x, y, z ist, somit 


I (— H) dw = — Ä(xy z) j do + (-^d« ^ 


'•■qs 




«2 

da: 


(R) 

' COS (^x) 


(J 09 


m-2 


do = 0.(^^) 


(R) 
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Es wird somit nach der ersten Formel 100) thatsächlich die 
Relation 108) stattlinden. 

. oV , SV SV 

Damit ist bewiesen, dass wir auch — , analog tur 

CX OJ ’ OT. 

Punkte (xyz) der Fläche a, die nicht auf der Ranrlkurre oder 
einer Treiinungskurve von Flächenteileii liegen, auf denen 
fl, costr.v), eos(t'y), cüs(t'z) 

eindeutig und stetig .sind, als uneigeiitüche Integrale definieren 
können, bei Voraussetzung endlicher erster Ableitungen von Ä*) 


Wir können jetzt die im Anfang des § 1 erwähnten Lücken 
in den Sätzen UI — VI in folgender Weise ausfüllen.**) 

Zusatz zu III. Das Flächenintegral: 


W = 


r2 


O) 


hat, falls die Fläche « geschlossen ist, für Punkte (xyz) 
der Fläche m selbst, den Wert: 


109) W = 2 TT = ^ (\V+ + W_), 


bei Ausscliiuss von Punkten (xyz), die auf Trennungskurven ('^) 
stetig gekrümmter Teile von w liegen. 

Demi denken wir uns um (xyz) als Centrum die Kugel mit 
dem Radius 1 und den Kegel von (xyz) an die kleine (xyz) 
iimscliiiefsende Kurve g, so wird das von dem Kegel aus der 
Kugel ausgeschnittene Fläciienstück sich um so mehr der halben 
Kiigelfläche, also dem Werte 2n nähern, je kleiner wir g machen. 

Zusatz zu ITa). Die Formel: 

110) abs. j X dft) < A abs. Max. (x), 

0) 

io ivelcher A eine endliche positive Zahl vorstellt, gilt 
auch für beliebige Punkte der Fläche co selbst. 

*) Für die normale Ableitung von V ist diese Bedingung nicht er- 
forderlich (S. 75). 

‘•“0 Wir bitten, in dem Folgenden auf die Beweise der betreffenden 
Sätze, deren Zusätze wir aussprechen, zurückzugehen. 



ZiLsatz m ITl))» Das Flächonintegral: 

w_ 

M 

ist, bei Ausschluss der Randkurve a und der TrennangS" 
kurven (‘^) von FUichenteilen, auf denen 

cos(rx), cos(i'y), cos(j^z) 

stetig sind, auf der Fläche w überall eindeutig und stetig. 
Sein Wert für jeden Punkt der Fläche, welcher 

nicht auf der Kurve (den Kurven) er liegt, ist mit den 
Werten W-f und W_, die W annimmt, wenn der Punkt 
(xyz) an den Punkt von der positiven oder nega- 

tiven Seite der Fläche unendlich nahe herantritt, durch 
die Relationen verbunden: 


111 ) 


W = Wj. 27rx, 
= W_H-2n:x, 



(W+ + W_). 


Zusatz zu Va). 
Potentials : 


Die Eindeutigkeit und Stetigkeit des Flächen- 



0 ) 


dco 

r 


gilt einschliefslich der Fläche co selbst; es ist für jeden 
Punkt der Fläche: 


112 ) 


V(?7C) = V+, 

= V_, 

=-hv++v_), 


wenn wir resp, mit und die Werte von V be- 
zeichnen, wenn (xyz) an den Punkt Fläche 

von der positiven oder negativen Seite unendlich nahe 
herantritt. 

Zusatz zu Yb). Die ersten AbleilLmgc-:- des Fläclienpotentials: 


OJ 
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sindj falls man sich von der Eandkiirve er und den Treiiniuigs- 
kurven von Fläelienteilen, auf denen 

//, cos(rx,) coslVy), C'os(rz) 

stetig sincL in endlicher Entfernung hält, auf der Fläche 
m überall eindeutig und stetig, wenn die ersten Ab- 
leitungen von H überall endlich sind. Ihre Werte in 
einem Punkte der-Fläche, welcher nicht auf der 

Kurve (den Kurven) a liegt, ist mit den Werten: 


cV. :eV[ 

CX ' 6y A : 0z 14 - 

e\g 0V'; -;0V, 

0X ^ 0y ; 0z 


welche 

W 0V W 
0x’ 0y’ 0z 


annehmen, wenn man (xyz) dem Punkt von der 

positiven oder negativen Seite der Fläche unendlich 
nähert, durch die Relationen verbunden: 


113 a) 


' CX !{;T,y 


fXl o. 

0X ;+ ‘ 

fZi _ 

0X j-_ 


2n H cos {vx)j 
2 n Hcö5(px), 


1 

2 


/iWi 

ioV 



^•:ÖX:4_ ; 

0X i_./ 


oVi 

1 0V 

Sy 

I 0J 


0V 


0V 


rriJcosC^y), 

TT H COS (yy). 


2 1 : 0 y 1 + 


+ 



cv; _ cv 

Sz ' CZ 


+ 271: cos 



2 riH cos ()'z), 


_ 1 /; oV : I oV j 

2l;'0z 



der iiornialeii 




Für die Eindeutigkeit und S-i-dgkod 
dV 

Ableitung und die Gültigkeit der Formel: 


113b) 


dVj 

‘dv |{;rjt) 


i dv 
6V 


CX' 


+ 2nH, 


-27iH, 


j0v 

2 \j 01/ dp 

sind irgend welche Voraussetzungen über die Ableitungen 
von H nicht erforderlich. 

Bei Übertragung des Beweises von Vb) auf den vorliegenden 
Fall ist zu bedenken, dass die frühere Formel:*^) 


0V 

0X 


=f 


H 


cos {vj) cos ((Tz) — cos(i/z) cos (Vy) 


ä(j 



— H cos (px) (fn + f 22 + Ui 


■ dö) 


Fifcos(>^x) cos(ri/) 


für den Wert in einem Punkte der Fläche so aufzustellen ist, 
dass man den Punkt durch eine kleine Kurve g abtrennt und 
somit das erste Integral über diese kleine Kurve miterstreckt, 
die Flächenintegrale über die übrig bleibende Fläche ausdehiit, 
schliefslich die Kurve g unendlich verkleinert. 

In der normalen Ableitung von V in einem Punkte (^o'^ofo) 
der Fläche: 

OJ'o J T“ 

kann in einem endlichen Gebiete um (So^o^o) 
cos (rvo) = cos (i’J') + vcp 
gesetzt werden, wo (p stets endlich ist.(’®) 

Es folgt so Zusatz zu Vb) aus Zusatz zu IVb) und Zusatz zu Va). 


*) Vgl. S. 42. 
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Wenn wir versuclien, auch über Werte der ersten und zweiten 
Ableitungen des Flächenintegrales W und der zweiten Ableitungen 
fies Fläciienpotentiales auf m selbst etwas auszusageii, also die den 
Sätzen IVc), Vc), IV d) ■;-;.‘.>u:'eohenden Zusätze abzuleiten, so 
zeigt es sich naturgemäfs, dass nicht alle dieser Ableitungen aut 
der Fläche einen Sinh haben : für irgend welche Ableitungen von 

kann man einigermafsen entsprechende Zusätze 

’ cx’ cy' cz 

nur in den Fällen beweisen, in denen sie unmittelbare Folgerungen 
von den obigen Zusätzen sind. 


Es bleibt ims nur noch übrig, auch für das Raumpotential 
resp. seine Ableitungen die gleiche Lücke auszufüllen. Das 

RaiHopotentlal: 

% 

selbst, wie seine ersten Ableitungen sind im ganzen Raume ein- 
deutig und stetig, und wir brauchten die Oberfläche m des Ge- 
bietes T selbst hierbei nicht auszunehmen (Satz Via) und VI b)).. 
Dagegen schlossen wir bei den Sätzen VI c) und VI d) über die 
zweiten Ableitungen des RaurnpotentJals die Oberfläche m und 
die Treniiungsfläclien von Eäumen, in denen E eindeutig und stetig ist, 
aus. Wir können nun die folgenden Sätze beweisen: 

Zusatz zu YIc), Die zweiten Äbieitungen des Raumpotentials: 

T 

sind, falls man sich in endlicher Entfernung von den Trennungs- 
kiirven stetig gekrümmter Teile der Oberfläche w und der Flächen 
hält, die das Gebiet t in Teile zerlegen, in denen E stetig ist, 
auf der Oberfläche (den Flächen) m überall eindeutig und 
stetig, wenn die ersten Ableitungen von E überall endlich 
sind. Ihre W^erte in einem Punkte (§^t) der Fläche 
(der Flächen) welche nicht auf den ausgeschlossenen Kurven 
liegen, sind mit den Randwerten derselben zweiten Ab- 
leitungen durch die folgenden Relationen verbunden: 



ii4) 


c^v _ ^ an’ 

0x2 ! &x2 

\d^ 

' \ !-f 

I c^V i 


resp. 


hin E cos'-' (rx), 

4- 2 TT (>: , — Kj) cos- (rx); 


resp. = : 


i ox^ 1_ 
;0^Yi 


: OX“ U 


— 2nE cos- (vx). 


■ 2 n {K, — E_) cos*-^ (rx). 


115) 


02 V 
^2" 

02 V 


analog' i •., , 


1 

,:8^V| 

2 

1 ; 8x2 !+ 

und 

02 V 

0Z2 


1 

= 1 

02 V 

-h 


0x2 


1 


resp. 


resp. = 


_^V I 
0y 0z |-{ 
02V j 


0ydzi_ 

1 


■ 2 71 (E . — E_) cos (ry) COS (rz) 


2n E cos{vj) cos(j^z), 


— 2 TT (ä , — E_) cos (ry) cos(rz), 


analog 


02 V 


und 


i 0J 0z 1 

1 (!02V I 02V ) 

2 ibyBzj+'^löySz 
' d^V 

Idzcx^nr) |Sx9y 

wobei wir für die Oberfläche w die innere Seite als die 
positive voraussetzen. 

Bei Übertragung des Beweises von 
VI c) auf den vorliegenden Fall ist zu 
bedenken, dass die frühere Formel:'^) 


0V__ cos(j^x) 
0x' 


dw 


r0J^dr 


für den Wert in einem Punkte der 
Fläche (der Fläclien) w SO aufzustellen 
ist, dass man den Punkt durch eine 



■•^=) S. 62. 



kleine kurve g auf der Fläche (den Flächen) w isoliert und das erste 
Integral rechts über die übrigbleibende Fläche «j erstreckt, sehliefs- 
!ich che Kurve ? unendlich verkleinert. Es ist daher: 


oV 

cx 


lim 


['E cos (vx) 


dw ■ 


CdEdz 

J 8FT’ 


S stehende Raumintegral ist nach Satz Via) und 

■ib) die gleiche Vorsicht nicht erforderlich. Es wird ferner: 


C2J 


. lim feßcosCrx), 

— <0, =0 j r^' - 1 dr, 

00 , 


oder mit Hiife des Zusatzes zu Vb): 


c^V 

^ cos^Cvx), 
resp. 


iS^V 


0xä 1+“^ ~ “os^K), 

und analog ergeben sich die übrigen Formeln unserer Behauofun^^ 

Zusatz zu TId). Der Laplacesche Differentialausdruck 


0x2 ^ 0y-' 


02 V 


OZ“^ 


für das Raumpotentia! : 


v=U 


,dr 


hat für Punkte auf der Oberfläche m des Gebietes r 
nnd aut Flächen, welche das Gebiet r in Teile zerlegen, in denen 
von liefen“ “ endliehrr E’ntfern„ng 

h.",, * WerSf """ “•“* 


116) ^Y^~2frE, resp. =_2;i(£ 




- JS 


wenn die ersten Ableitungen von E überall endlich sind 
Dieser Zusatz zu VId) folgt aus dem Zusatz zu VIc) genau' 
. derselben Weise wie der Satz VId) selbst aus dem Satze Vlcj! 
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2. Kapitel. 

Über das Verlialten des W bei 

Annäberung an die Randknrve der Fläche. 

§ 1 - 

Wir wollen hier zuerst untersuchen, was aus dem Flächen- 

ntegral: — rcostr/') 

117) W = 


v/ird, wenn man den variablen Punkt (xj^z) immer näher an die 
Piandkurve von co heranrüeken lässt, die wir zunächst als stetig ge- 
krümmt annehraen. Wir lösen hierzu zunächst die folgende Auf- 
gabe: Es sei (lyO irgend ein Punkt der x Axe, (xyz) ein Punkt 
der vz Ebene, wir suchen die Integrale: 

( f 


118) B-- 


r cos (ry) 


’ cos (rz) 



für irgend einen Punkt (xyz) der yz 
Ebene, der von der x Axe durch 
irgend welche Entfernungen getrennt 35 , 

sein möge, zu berechnen. Wir be- 
zeichnen die Projektion der Strecke und Richtung r auf die yz Ebene 
mit q, den Winkel der Richtung q mit der y Axe mit (p, dann ist: 


cos (rx) 




cos (ry) = = cos 0 cos g?, 

cos (rz) = = cos 6 sin cp-, 

\q- + §■' 

d? = d(etangO)=-|^; 
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wenn wir noch mit 6 den Winkel der beiden Riclitiiiigeo r und q 
bezeichnen."^) Es wird somit: 


119} 


TT 

9 



I sin 0d0=0, 

e 

Tt 

9 


n 

~^2 

B = - cos (f ( cos6d0 == 2 
Q } Q 

TT 

__ 


ft 

9 



fc 

9 


Wären die Integmle nicht von J = — -x ]}is ^ = + <x» , 

sondern von 

S = -S bis £ = 4-S 

zu erstrecken, wo S eine gegen q sehr grofse Länge' vorstellt, so 
wurden sie sich von den Integralen 119) um Gröfsen von der 
Form unterscheiden: 

0 , 


resp. 


COSCP 


smcp 2 


wo € eine von der Ordnung 


i 

S 


kleine Zahl vorstellt. 


*) Derselbe ist positiv zit reebneii im Intervall: 

0<l<=c. (05 ft< I). 


negativ im Intervall: 



Nach dieser treten wir unserer eigentlichen 

Aufgabe inäher. Wir denken uns in einem Punkte {‘ioVo'Q der 
Piandkurve eines Fläctienstückes w die Normalebene, nehmen die- 
selbe zur yz Ebene und die Tangente der Kurve in (?o%?o) 

X Axe. Wir untersuchen das Fiächenintegral : 

W_ 

J r- 

O) 

in der soeben festgesezten yz Ebene und zwar in der Absicht, 
■den variabeln Punkt immer näher an den Punkt (So^o^o)"^) heran» 
rücken zu lassen. 

Die yz Ebene schneidet die Fläche in einer Kurve g, deren 
{nach der Innenseite der 
Fläche) gerichtete Tan- 
gente wir als y Axe fest- 
setzen, während die posi- 
tive z Axe nach der kon- 
vexen Seite der Kurve c: 

.gehen möge.'^'^) Der Ra- 
diusvektor Q des variabeln 
Punktes X möge mit dieser 
y Axe den Winkel ein- 
schliefsen und der mit dem 
Radius q um den Anfangs- 
punkt geschlagene Kreis 
die y Axe in ß, die Kurve g in A treffen. Wir fragen nach 
•dem Werte der Differenz: 

120) Wx ~~ Wa ™ (Wx -- Wb) + (Wb - Wa), 
und wir wollen zunächst den ersten Summanden rechts: 

Wx-^Wb 

berechnen. Es ist: 



D. i. an den Anfangspunkt des neuen Koordinatensystems. 

'•"0 Die positive Seite der Fläche o) sei in entsprechender Weise an- 
genommen. 


Korn, PoteiitiaiÜieorie. 


6 
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Wt - W 


■dcpn, 


. . cw. .l , 

= I ^ ■ (- Q sin (f) + {q cos (f) äf, 


o<;ler da nach Formel 59): 


0 W f cos (rz) cos (crx) — cos (rx) cos (cjz) 

c\T r- 


cW __ dcos(rx) cosfo'v) — cos(ry) cos((rx) 


1-211 \Vx - Wb 


Wir teilen nun das Integral über die Kurve (T in zwei Teile, 
der eine gehe von: 

<7 = — s bis (; = + S, 

wobei wir den Anfangspunkt als Nullpunkt ansehen, und zwtir 
wählen wir s als eine endliche Bogenlänge von der Beschaffen- 
heit, dass in dem Intervall 

ö== — sbisö'= + s: 

. 1 o i d-e I ■ 

l->7) „=jLö-2iiti 

^ 2 I dff2 

I ^ 2 

IVO a ein Punkt des Eurvenstückes (— s — + s) ist, und die 


|cos(crx) + '^cos((;y) + icos((7z) . , , , , 

ao;.. — - -p' : - ^ (d- J- abä. !cos(ra'){p=,o) 

y ~ -T- 




auf der Strecke von (j=\\ms bis 


und auf der Strecke von ( 

von dem Weide 1 fortdauernd 
verschiedenen Werte 6 abnimmt. 

Bezeichnen wir mit die 
kleinste der Entfernungen von 
(irgend einem Punkte des Kreises 
ABX (Fig. 36)) X nach -i- s und 
X nach (~ s), so ist jedenfalls der 
von dem zweiten Teil der Kurve 
(j lierrührende Teil J 2 Aus- 
drucks Wx — Wb seinem ab- 
soluten Werte nach: 


lim (~ s) bis G" = — s 

&=ij 


bis zu einem positiven von irnll 



wenn 1 die Länge der ganzen Kurve g* vorstellt« 

Wir teilen weiter das Integral über den Teil von 


a = — s bis cr= - 4 - s 

der Kurve <r abermals in zwei Teile, von 
denen der eine von: 

u — — S bis (7 == -f- S 

gehe, und zwar sei bei genügend kleinem q 
die Bogenlänge S so gewählt, dass cos (ro*) 

von : 

c; = + S bis (r= + s negativ, 

von 

(r = _-s bis — S positiv, 

und dass 

abs. cos (ru) 

gröfser sei als ein echter Bruch 0. Wir 
können dies für ein jedes unter einem be- 
liebigen Kieinheitsgrade liegende S erreichen, 

wenn war nur genügend klein 'wählen. 


f/ 
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Es ist nämlich für genügend kleine 

S 

cos(r(T) = I cos(rff) L _ q H- q ! 

! 1* Ir 

wenn Y einen auf der Strecke OX liegenden Punkt vorstellt. Nun ist der 
erste Summand hierin seinem absoluten Werte nach > 6, der zweite lässt 

sich durch Verkleinerung von unter jeden Kleinheitsgrad herabdrückeii, 

es ist somit bei genügend kleinern ~ 

S 

abs. cosfru) in den Intervallen 
ö" — -T- S bis ff = -f-. s, 
c— — s bisff = — ~S 

ein echter Bruch. 

Der denjelztgenannten Intervallen entsprechende Teil X, des 
Ausdruckes \Vx — Wb ist nun : 


fcos(rx) cosfgg) — cos(ax) cos(r^>) 


, fcos(rx) co 3 ((jQ) — cosferx) cos( 


-- der d^, 


S +s 


abs. Jo 


rr fdff fd<Ti 

r\ o t Q — 


n I Q 


124) abs. 3o<^- (f ■ I 


1 . 1 


« r-s/ \r+s r+s/J’ 

wenn wir mit iv« r+s die gröfsten, mit ■r_s r+s die kleinsten 
Werte der Entfernungen der Punkte 

- S, + s resp. — s, + S (Fig. 38) 
von einem Punkte des Kreises ABX (Fig. 36) bezeichnen. Es ist also: 

i'2o) Wx-W„.4' 
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wo Jo und J3 den Ungleichungen 123 ), 124 ) genügen und S unter 
jeden beliebigen S-einheitsgri.vd herabgedrückt werden kann, so*- 

bald nur g gleichfalls genügend verkleinert wird. 

Es hudelt sich nun noch darum, den ersten Teil des Aus- 
druckes Wx-Wb: 


126] Ji 


(p -f- S 

" (rx) cos ((Tp) — cos (c rx) cos (r^) 


zu untersuchen. Wir denken uns hierzu entsprechend jedem 

Punkte a des Kurvenstückes (— S) 

bis (-hS) einen Punkt: x 

r = 0* 

auf der x Axe und bezeichnen mit r' 
die Entfernung und Richtung von 
diesem Punkte nach dem variabeln 
Punkte X, es ist dann: 

r^2 == (5-2 ^2 

und nach 122): 






( 1 ^ I d^^ 

-f- ( ^ cos CT*- i -- 


+ U sin 9} - 


1 


d (72 

\2 
d(T" 



somit: 


r*^ = r ' 


Qa-^<c,os(p 


d2^| 

dcrHa" 


sin 9 


cn 

dö*^ 




*) Es ist zu bedenken, dass wegen 


OOS (ffx) ^ + cos(ffj) + cos (<JZ) = 0) 


in unserem Falle auch jedes: 

dö‘^ ^ 


dH 

, dH 

dH 

, dH 

dH 

da- 

•+• Y"-> 
a dö' 

da^ 

+ -T-T, 

a do- 
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v;o tp eine (stets endliche) blofse Funktion von ist, und, da 


127) r==r'fl 


bei aeirdvond kleinern — , ' wobei x (stets endliche) blofse 

D 

Funktion von £. 27 ,^ ist. Analog, wie für r, ergeben sich für 
cos(rx), cos(ry), cos(rz) Formeln von der Form: 

cos(rx) = cos (r'x) (l + ^ Xi (S'?b)j, 

128) cos(ry) = cos (r'y) f 1 + ™ go 


cos(rz) = cos(r'z) (1 + (^%)p 


bei genügend kleinem ^ wobei Xi X^Xs endliche) blofse Funk- 
tionen ven sind. A’ach 127), 128) können wir somit so 
schreiben: 


= ö ( \ X) cos((7g) - cos(r'g) cos((rx') ^^^^^ 


, r Co- cosfr'x) cos((r^) — cosfr'o) coslffx) , , 


bei genügend kleinem ’ wobei (p eine (stets endliche) blofse Funk- 
tion von (£)7b) ist. Es ist weiter: 

, , f \^q \ . i d"-: I 1 

coä(»)-<,jcos.fjj^|+sm5p|j^lj. 


COs(ö'x)== 1 4- (T 


D. i. bei Vernachlässigung höherer Potenzen von 



wir kömieii daher das erste Integral noch einmal zerlegen und 
Jj so darstellend 


129) J,= 



COS (r o) 
r'- 


drd^.+j4, 


0 —b 


wo: 

(f -+-S 

130) J 4 = i [[o(r<Z)(J'^i) 

o' — S 

+ .«f (5,0] 


und 0 und cp (stets endliche) blofse Funktionen von vor- 

stellen. Der erste Teil von ist nach 119) und der diesen 
Formeln nachfolgenden Bemerkung 

= — 2(p • (f, 


WO € eine von der Ordnung ™ kleine Zahl vorstellt. Anderer- 
seits isl, da r' > q ist: 

9^ -f- S 

abs. J 4 < J ^ 0 ^ ^ ä(^ä(f>, 


also: 


Q2 g3 

131) abs. J 4 <c A hB— 

Q Q-^ 


wo A und B zwei endliche Zahlen vorstellen; fassen wir das 
bisherige Resultat einigermafsen zusammen, so können wir sagen, 
es ist: 

132) Wx — W'b — — 29^-r^^9^ + J 2 H~J 3 "t' J4) 


wo s eine von der Ordnung g kleine Zahl vorstellt und J 2 J 3 J 4 

den Ungleichungen 123), 124), 131) genügen. 

Aus 132) folgt, wenn wir den Winkel der Richtungen OA 
und OB (Fig. 36) mit z/y bezeichnen: 

133) Wb - Wa = - 2J<p + s^J<p + Jh + 



wo ^J 4 gleichfal:? den Ungleichungen 123), 124), 131) 

genüge leisten.*^) Es wird so: 

6^) ^ (p -f- J 2 ~f* 3 2 

4-13+^X34-14-1“ -=i/ J^r 


134) Wx - Wa = - 29 + - (2 - 

oder : 


135) Wx- W a = -2^ + D, 


wo wir D unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabdrücken 
können, wenn wir die Gröfsen: 


- - 1 — 1 — 

{was stets gleichzeitig möglich ist) •’•'==) genügend verkleinern. Wir 
haben das folgende Resultat erlangt: 

Vlla) Denkt man sich in einem Punkte 0 der als 
stetig gekrümmt vorausgesetzten Randkurve a eines 
Fläciienstückes m die Normalebene, in derselben um 0 
als Gentruoi einen Kreis mit dem Radius q; bezeichnet 
man ferner mit cf^ den Winkel, welchen die Richtung 
von 0 nach einem Punkte X dieses Kreises mit der 
Tangentialebene der Fläche in 0 bildet (positiv zu 
rechnen, wenn von der positiven a Seite gesehen, im 
umgekehrten Sinne des Uhrzeigers), so ist die Differenz 
der Werte des Flächenintegrales: 


;^_fcos(rv) 


dcö 


in den Punkten X und A: 

Wx-WA=-2f/) + D, 

wo D durch Verkleinerung von q unter jeden beliebig 
kleinen Wert*'^'"^) herabgedrückt werden kann. 


Falls ?■. 

33 

Indem wir ^ von der Ordnung oi~>^ (I>0) klein machen. 

^=*=0 Es kann dabei D von der Ordnung klein gemacht werden 

(I 0), vgl. Anm. 2 dieser Seite. 
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§2* 

Der Beweis zu VIIu) zeigt uns, dass das Integral: 


^ J cos(rx) cos(<ro) — cos(r^) cos (crx) 
o 

oder wenn wir für den Augenblick die Richtung q zur yAxe nehmen, das 


0W 




L-x) cos (<7>9 ~ cos(ry) cos(gx) 


döT 


sich bei genügend kleinem q in der Form darstellen lässt: 

öW 

136) Q ~ 


wo Ji sich durch Verkleinerung von unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad 
herabdrücken lässt. Schritt für Schritt in derselben Weise ergeben sich 
bei Beibehaltung desselben speciellen Koordinatensystems für die Integrale: 


ßW [ cos (ry) cos {(Jz) — cos (r z) cos (gy) 



<7 


der, 


und : 


0 W ( cos (rz) cos (<rx) — cos (rx) cos (trz) 

O — = O l 7^ 

'Sy \J 1-' 

G 


der, 


die Formeln: Es ist bei genügend kleinem q: 


137 ) 


0W 

^ 0X 

0W 


= 4? 

= 


WO sich durch Verkleinerung von q unter jeden beliebigen Kl einheits- 

grad herabdrücken lassen. 

Gehen wir jetzt von unserem speciellen Koordinatensystem zu einem 
beliebigen über, so ergiebt sich aus 136) und 137) das Resultat: 

Vllb) Für das Flächenintegral: 


gelten, wenn man mit q die kürzeste Entfernung und Richtung 
von einem Punkte 0 der Randkurve nach dem variabeln Punk t e 
(xyz) bezeichnet, bei genügend kleinem q die Formeln: 




cW _ 

' cx ” ‘ 

j cos foy) cos (uz) — 

cos(oz) cosiVy) 

j -T- Dl, 

138) 

0 -^ = 9 
' cy 

j cos (oz) cos (g-.x) — 

cos(ox) cos(G'z)j 

■ + D,. 


• ' CZ ' ' 

1 cos(ox) cos (yy) — 

cos(oy) cos(yx) j 



wo Dl Di> D;, sich d u r c li c r k I e i n e r ii n g von o u ii t e r j e d e n b e - 

lieblgen Ivleinlieitsgrad''') lierabdrücken hissen. 

Zusatz 1 zu Yllb). Ist li eine tangentielle ßichtuiig in 
einem Punkte (xyz) der Flüche w. welcher die kürzeste Ent- 
ferniing o von der Randkurve hjit, so ist bei genügend kleinem 
i> stets für die Randwerte von W in (xvz): 


io’.b o 


cW 

ch 


= D, 


wo D sich durch Verk leiner ong von o unter jeden beliebigen 
Ivlelnli eitsgrad*'^') herabdrücken lässt. 

Zusatz 2 zu ^'Ilbj. Ist h' eine tangentielle Richtung in 
einem Punkte (x'y'z') einer Fläche (>j\ die mit w dieselbe Raiid- 
kurve hat, so ist, wenn wir mit (/ die kürzeste Entfernung 
d i e s e s Punktes von der R a ii d k n r \' e li e z e i c h n e n , 1.) ei genügen tl. 
kleinem o' stets: 

1 ^ 0 ) 

wo D' sich durch Verkleinerung von o' unter jeden beliebigen' 
Kleinlieitsgrad--") herabdr ücken lässt. 

Zum Beweise des ersten Zusatzes bedenke man, dass für Punkte (xyz) 
der Fläche (d selbst bis auf Gröfsen, die sich durch Verkleinerung von (> 
unter Jeden Kleinheitsgrad herabdrücken lassen: 

cos{öy) cos (uz) — cos (oz) cos(<xy) = — cos(i'x). 
cos (oz) cos (ox) — cos (ox) cos ((7Z) = — cos ()y). 
cos(ox;' cos(ö-y) — cös(oy) cos((Tx) — — cos(rz) 

und mit derselben Genauigkeit also: 

cV 

O -:r— 

' GX 

cV 

O 

O 

' cz 


= — 2 cos (i'x), 
= — 2 cos (ry), 
= — 2 cos(rz). 


■■■) Man kann D, D 2 D 3 DD' von der Ordnung klein machen (I>0), 

vgl. Aniin 2, S. 8S. 
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Für den Beweis des zweiten Zusatzes brauelit man nur zu erwägen, 
dass, falls inan: 


W' = 


cos(rF) 
5 dw 

j.- 


setzt, im ganzen Eaume: 


i(W- W') = 0, 


d (W - W') = 0, 

— W)=^o. 

< 17 . 


und dann den Zusatz 1 zn VII b) in Anwendung zu bringen. 

Satz Vllb) ist mit seinen Zusätzen leicht auf den Fall auszudehnen, dass 
die Eandkurve ff Ecken (Trennungspunkte) besitzt. (-^) 


Der Satz Vllb) 
Flächenintegral: 


zu, wenn man die ersten Ableitungen von gewissen Beschränkungen 
unterwirft : 

Wir wmllen annelimen, dass die ersten Ableitungen von ^ auf der 
Fläche stetig, die zweiten Ableitungen überall endlich sind, solange man 
sich in endlicher Entfernung von der Eandkurve ff und den Treiinuiigs- 
kiirven von Flächenteilen hält, auf denen eindeutig und stetig ist. Bei 
genügend kleiner Entfernung von Punkten dieser Kurven sollen ferner für 
die ersten Ableitungen von z nach irgend einer tangentialen Eichtung h 
die Gleichungen bestehen: 

141) (>5 = 4 

wo p die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes von jenen Kurven 
vorstellt und J eine Gröfse, die durch Verkleinerung von q unter jeden be- 
liebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann. 

Wir wollen uns zunächst auf den Fall beschränken, dass wir aufser der 
Eandkurve a keine Unstetigkeitskurvo von W haben, die Verallgemeinerung 
auf den allgemeinen Fall ist ohne jede Schwierigkeit. Wir haben früher 
gelernt, die ersten Ableitungen von W in ein Integral über die Eandkurve 
ff und ein Flächenintegral zu zerlegen, in dem nur r^ im Nenner vorkommt. 
Es ist nach Formel 59), wenn wir die x Axe mit der Eichtung h parallel 
machen, bei Ausschluss der Eandkurve: 


§ 3 . 

lässt eine wiclitige Ausdehnung auf das allgemeine 


- dcu 
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cW r - co^frz'i c^s (^ry> 

Wi ~ j "" ' ' ■ 

G 


142) 


- ('cos (.h) d.. 

) • M c| r- Ci] r- öl y^ J 


‘ J eil r- 

^ üi 

Es sei zunächst h eine beliebige Pachtung und i'ioVoCo) ein Punkt der 
Fläclie, welcher von der Randkurve durch endliche Entfernungen getrennt 

PW 

ist. Es ist dann offenbar, dass alle 4rr diesem Punkte stetig sind, (so- 


lange man natürlich auf ein und derselben Seite der Fläche bleibt); denn 
man braucht nur die Fläche durch eine Kurve 2 in zwmi Teile zu zerlegen^ 
von denen der eine wj durch endliche Entfernungen von (lo%Co) getrennt 
ist. während der zweite von der Raiidkurve nur endliche Entfernungen 

6W 

hat; die ^Stetigkeit des oji zugehörigen Teiles von 


z da> 

yi 

folgt nach la), des wo zugehörigen Teiles nach IVc). Wir wollen auch 
zeigen, dass die zw’eiten tangentialen Ableitungen von W in (i'o^oCo) 
endlich sind. Wir verstehen hierzu jetzt unter h eine in (|o% Co) tangentiale 
Sichtung und teilen die Fläche wdeder in zwei Teile Wi und von denen 
der erste durch endliche Entfernungen von (Iö%Co) getrennt ist, während inner- 
halb des zw^eiten Oo cos (/'h) sich in der Form darsteilen lässt: 

143) cos (idi) =r r . f, 


wo f eine stets endliche Funktion der Stelle auf Wg da wir das erste 
Fläclienintegrai in 142) in (lo%Co) selbst (auch wenn wir über die Stetigkeit 
der ersten und die Endliclikeit der zweiten Ableitungen von ä: nichts 
wüssten) jils iineigentliches Integral auffassen können (‘®), können wir den von 

0W 

£ 1)2 IieiTÜhreiiden Teil des Randwertes von folgendermafsen schreiben: 


Um ganz streng vorzugehen, muss man eigentlich zur Anwendung 
dieser Formel erst einen schmalen Randstreifen etwa von der Breite d ab- 

0W 

scheiden; der von demselben zu gelieferte Beitrag ist bei genügend 

kleinem d von der Ordnung klein, wenn man mit die kleinste Ent- 

feniiing von der Randkuxwe bezeiclmet, und läfst sich durch Verkleinerung 
von d unter jeden Kieinheitsgrad herabdrück eii. Wir sind erst aus diesem 
Grunde zu dem obigen Verfahren berechtigt. 



9^] 


; 0 W I f cos (ry) cos (2z) — cos (rz) cos (2'v) ^ 

1 8h " 1-- 


!44) 


.jözcos(rx) ozcos(ry) ozcos(rz)| , 

1 ^ I 5t 1“ ö ^ ' ■ 

I 1 04; r dl] r Ou r J 


r 0z cos (r 2 ') 
J 01i r*-^ 


clw. 


Diese Formel zeigt uns, dass für die Endlichkeit der tangentialen 
Ableitungen von W bei endlichen Abständen von der Randkurve nur die 
Endlichkeit der ersten Ableitungen von z (in endlicher Entfernung von der 
Randkurve) von nöten wäre. Nach dieser Erkenntnis diiferenzieren wir die 
auf aj 2 angewandte Formel 142) noch einmal nach einer tangentialen Richtung 
li', dann wird: 

0'W 1 0 f COS (ry) cos ( 22 ) — cos (rz) cos (2y) , ^ 

; 0h 0h' liu.j 0h' ) r- 

V 

oy- o / I »\ ( . öz / % , 0^ / 

TTTT — 3 COS (rli ) COS (rx) -f- — cos ( yy ) -F — cos (rz) \ 

( , , , oh ^ '[Öi Cr] Oc ^ J 

— \ cos(j'h) dto 

m 


0 ['^cos(iw) 
0h'J 0 h r- 

0)2 


düj. 


In endlicher Entfernung von der Randkiirve ist das erste Integral 
rechts endlich, desgleichen das dritte nach dem kurz vorher gefundenen 
Resultat, sobald, wie wir ja voraussetzen, die zweiten Ableitungen von z 
(in endlicher Entfernung von g ) endlich sind; es handelt sich nur darum, 
die Endlichkeit des zweiten Integrales darzuthun. Es besteht (als Folij^e 
■einer Umformung mittelst des Stokes’schen Theorems)'*') die Identität: 


a 

0ii' 


=:••) \Yii' haben zur Verifikation in der Formel: 
rr/0W 0V\ , X , /9U 0W'\ . 

_ /s 


0x 0y ) 


cos 


ü = ' 


= ^ ^ I^U cos (2x) -F V cos (2)9 -F W cos ( 2z) J dJ 
2 

5 (jdl) /0z 0z f 

g^-cos(vy)j, 


("z)] 


cos(rh) /0z . . 0z \ 

V \ — L cos (rx) — ^ cos (rz) j , 

cos(rh) /0z 


W = 


“ cos(rv) — cos(rx) ) zu setzen. 
>• '" Crj > 


0 ^' 
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i" , , W ^ ^ i'rx) ■ 

■ I eoslj'hj — — {jll 


f ^ dx , I 

^ cos (ly) 4- cos (rz) 


_ c i cosMi'i rc;? ,•" ^ ■ \ 

_ ^ I eos (ry } cos [^z) — cos (rz) cos (:?y ) ] 


. CX / 

Cf;\ 

eos (rz) cos ( 

^x) 

— cos (rx) cos (Yz)) 

ry. ■ 

ct 

eos(rx) cos(. 

-y) 

— cos(ryJoos{Ä-) )j 

’c (cx 

• coslVJi'.' ) 4- 

0 

f ?^cos fi'h)l 

. cf cf 

,/ 

Cc* 

{c>i '■ ’J 

c / 

cz , , Y" 

1 


r'Z \ 

-p cos{<-h) j 

dio. 


endlicher Entfornung von der Rand- 

A.-1 *L ‘JliJiich» in dem zweiten können wir wieder: 


co..(,.h;iy,:yyf+,y =,r 

O/- CL-J 

St^He auf ist und wir 
-c ‘ " Punkt jetzt aut der Fläche selbst annehnnju.*) Das InteoTil 

nunmenr nach den Sätzen Ya) und Yb) endlich,' da di zwei tb 
ejungen von z auf als endlich vorausgesetzt werden ; allerdinj :;ast:, 

co^fri clT r "'r® die ersten Ableitungen von 

xb cost..), eos(rzj emdeutig und stetig, die zweiten endlich sind 

Y smd so zunädy zu dm Resultate gelangt, dass bei unseren 

iij ■ ■■ 0 Entrernung von der Randkmwe c alle ersten 

- w Srshnh tangentialen zweiten AbleR^ 

Xaeh dieser Abschweifung gehen wir auf unser eigentliches Ziel los 

raiJvt (so'itjvoi teCi ein Punkt der Fläcbf^ in der N‘ilio flm- Pi ii 

cndlK-ne Entfernungen von gerannt ist, während auf dem zweite!! 

COS (rh) = 1* . ( h tan^^-entiale Ptichtiing) 

cos(rr) == i-.p^ 

p-"-- ä 

D Xach dem zweiten Teile der Anm. (">), 



iiehiiieii. Dit, Abtreiiimiig gesclielie-^;) aber durch eine Kurve -J, welclio 
iiiclit geschlossen ist, sondern das Gebiet to., 
zusammen mit der Itaiidkiirvo begrenzt. 

Für den von ou lierrührcndon Teil der 
0 \V 

Ableitinnr A, - wird dann wieder die Formel 
"" ch 

144) geken, somit ist, wenn wir von nun an 
stets mit 

Gdieder bezeichnen, die durch Verkleinerung 
von «0 unter jeden beliebig kleinen Wert 
iierabgedrückt werden können: 



•45) 


C'W i cos 
(-0 - g]- = ?og- - ~ 


cos(rv) cos(f7z) ~ cos(rz) eos((Tv) 


i. (Iß 








Der erste Summand rechts würde sich nach einem früheren Beweise- 
durch Verkleinerung von (>0 unter jeden Kleinlieitsgrad herabdrücken lassen,, 
wenn konstant wäre; wenn wir aber jenen Beweis noch einmal unter der 
Voraussetzung clarchgelien, dass z irgend eine stetige Funktion der Stelle 
auf (7 ist, so kommen wir, indem wdr z auf der Strecke von g — — S bis 
(Trrr + S (Fig. 09) iii dcu’ Form darstellen; 


y- ~ y-Q Jy-^ 


(wo Jy durch Verkleinerung von S unter jeden Kleinlieitsgrad lierabgedrückt 
Werden kann), zu demselben Resultat (-'} 

Der zweite Summand ist von der Form; 


A J ■ 


■Aq) . 

— cuo. 

Ül' 


und wir wollen von demselben gleichfalls zeigen, dass er sieh durch Ver- 
kleiiieriiiig von Oo unter jeden Kleinlieitsgrad herabdrfickeii lässt. 


•■•=) Was bei genügend kleinem «o stets möglich ist. 
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Wir zerlegen liierzii in folgender Weise in drei Teile: Wir denken 
uns mit einem gegen (io grofseii Radius P 
eine Kugel um den Punkt (lo % Co) 
Centriiin, die die Fläche in der Kurve (/^) 
selineiden möge, den {lo%Co) nicht ent- 
haltenden Teil, in dem nennen wir 

(S), den (lo^oCo) enthaltenden Teil zerlegen 
wir in zwei Teile, indem wir von demselben 
einen Randstreifen (1) abscheiden, von solcher 
Beschaffenheit, dass er von {C'o% Co) wenigstens 

überall durch die Entfernung ~ ^ getrennt 

ist und in dem übrig bleibenden, (Co^ioCo) ßi'd- 
haltenden Teil von den wir (2) nennen, 

ist Es zerlegt sieb dann ^oJ in drei 

Teile 

(>o J — Of! (Ji + Js "+■ Ja)) 

wo : 

£>ö Ji = Polj 

(!) 

r J(n} 

eoJi = i?u| ~ 

( 2 ) 

$o^s = eo^-^- doj. 

( 3 ) 

Wir werden beweisen, dass jeder dieser drei Ausdrücke durch gleich- 
zeitige Verkieineriing von 

^ und P 

unter jeden Kleinheitsgrad Iierabgedrückt werden kann. Es ist znnäclist, 
da für (1) jedes r>^: 

abs. < 2abs. . dw, 

( 1 ) 

und damit ist die Behauptung zunächst für Qq Jj bewiesen. Es ist weiter, 
da für (2) 

===) Wir könnten ebensogut allgemein ^ setzen, wenn a 

«ine endliche Zahl ist. 




( 2 ) 

lind damit ist auch die Behauptung für ^0^2 bewiesen (unter Bezugnalime auf 
den Satz Va) über Flächenpotentiale resp. den Beweis desselben). Schliefs- 
lich ist: 


abs. JsC 


Qq 

Min. (r)" 


abs. da. ^ abs, doj, 

( 3 ) ( 3 ) 


WO Min. (r) die kleinste Entfernung eines Punktes des Teiles ( 3 ) von 
vorstellt, so dass also P0J3 durch Verkleinerung von -ß- unter jeden Klein- 
lieitsgrad herabgedrückt werden kann. 

Wir haben somit bewiesen, dass o^J und hierach auch 


^0 


aw 

0h 


durch Verkleinerung von unter jeden Kleinheitsgrad lierabgedrückt 
werden kann und zwar von der Art J(po), da wir 

■setzen können. Wir fassen das Resultat, das leicht auf den Fall auszudehnen 
ist, dass die Eandkurve Trennungspunkte besitzt (‘^-), in folgendem Satze zu- 
sammen: 

VIIc) Ist eine eindeutige und stetige Funktion'-') der Stelle 
auf der stetig gekrümmten Fläche w, deren erste Ableitungen 
eindeutig und stetig (deren zweite Ableitungen endlich) sind, 
solange man sich in endlicher Entfernung von der Randkurve 
hält,'^“-') und lassen sich bei genügender Annäherung an die 
ßandkurve die ersten Ableitungen von ;;in der Form darstellen: 

146 ) ^ = 

^ oh q 

wo q die kürzeste Entfernung der betreffenden Stelle von der 
ßandkurve vorstellt und die Gröfse J{q) durch Verkleinerung 
von Q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann 
.so kann man über die Randwerte des Flächenpotentiales: 

0 ) 


;an der Fläche o) folgendes aussagen: 


*) Man vgl. die Bemerkung in Anm. (*^‘). 

*=^) Wenn wir von einer Funktion der Stelle sagen, sie sei eindeutig 
-und stetig, solange man sich in endlicher Entfernung von der Randkurve 
hält, so meinen wir dabei von nun an stets, dass sie in irgend welchen 
',(im übrigen beliebig kleinen) Entfernungen von der Randkurve eindeutig 
und stetig ist, bei unendlicher Annäherung indessen unendlich wachsen kann. 

Korn, Potentialtäeorie. 7 
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Es ist W eine eindeutige und stetige Funk tion der Stelle an 
der Fläche, deren erste tangentiale [und normale] Abi eitiiii gen 
i?iiideiitig und stetig [deren zweite tangentiale Ableitungen 
endiicli] sind, solange man sich in endlicher Entferiiiuig von 
der Saiidkiirve hält, und es lassen sieh bei genügender Aniiähe- 
ruiig an die Fandkiirve die ersten tangentialen Ableitungen 
von W in der Form dars teilen: 


147 ) 


ch e ’ 


wo wieder o die kürzeste Entfernung der betreffenden Stelle 
von der Randkurve vorsielit und die Gröfse J(q) durch Ver- 
kleinerung von Q unter jeden Kleinhei tsgrad herab gedrückt 
werden kann. 


§ -i* 

Wir wollen bei denselben Voraussetzungen des Satzes VII c) auch das 
Verhalten der ersten Ableitungen von W untersuchen, wenn man den variabelii 
Punkt der Eandkurve nicht gerade auf der Fläche w selbst, sondern auf einer 
beliebigen Fläche o)\ die mit ct) die Ranclkurve er gemeinsam hat, nähert. Es^ 
sei o' die kürzeste Entfernung des Punktes dem diese Ableitungen, 

zu imtersiichen sind, von der Ranclkurve und li' eine beliebige Richtung. 
Es ist dann wieder nach 142), w'enn wir die Richtung h' zur x Axe wählen: 



wir wollen wieder Zusehen, ob sich jeder der drei Summanden rechts durch 
\ erkleinerung von o' unter jeden Kleinheitsgrad herabdrücken lässt, wenn, 
die Richtung li' in (l'FF) zn w' tangential ist. 

Für den ersten Summanden rechts würde das nach Zusatz 2 zuVIIa) 
folgen, wenn auf (> konstant wäre, es folgt aber auch für eine stetige 
Punktion indem man z auf der Strecke von <j = — Sbisö'= + S (Fig. 39). 
in der Form darstellt: 

(wo J'A durch Verkleinerung von S unter jeden Kleinheitsgrad lierab- 
gedrückt werden kann).(-9 

Der zweite Summand und der dritte Summand rechts in 148) lassen, 
sich zusammen in der Form schreiben; 




4(e) 


COS (rx) 




cos f rv) 






dtt) -f- J (^')j 



indem wir ein endlielies Gebiet 0)2 von oj abgeschieden haben, auf dem die 
ersten Ableitungen von in der Form 


o 


dargestellt werden können, und bemerken, 
dass die dem übrigen Flächenstücke zu- 
gehörigen Teile unserer Integrale von der 
Fovm.J(ü') sind. Wir haben jetzt nur noch 
den Ausdruck: 



11)2 


cos(k) , cos(ry ) 

r- r- 


+4(?) 


cos (rz) I 


dw 





Fig. 42. 


zu untersuchen. Wir zerlegen hierzu die Fläche 0)2 nochmals in zwei Teile^ 
indem wir einen Flächenstreifen (1) von absclieiden, von solcher Be- 
schaffenheit, dass für den übrig blei- 
benden Teil (2) o gröfser ist als eine 
gegen o' grofs gewählte Strecke P. 

Es zerlegt sich dann in zwei Teile: 


o' J = ^' q' Jo, 

■wo : 

^ J| = O 10 } " ” 

( 1 ) 

( 2 ) 

r- ' r- J ^ 



Wir wollen sehen, was aus diesen Ausdrücken wird, wenn wdr 


P und 


gleichzeitig mehr und mehr abnehmen lassen. 
Es ist zunächst, da für (2) Q^P: 
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wo .'/(o) eine positive Gröfse vorstelit. die ebenso, wie die J2iQ) 

Jsio) von der Form angenommen werden darfrO 

= (A endlich). 

Bezeichnen wir mit r^ die Entfernung des Elementes dto von dem 
Punkte O der Kurve <7, welcher von (FFC'J den Abstand q’ hat, so ist bei 
genügend kleinem ~ 


wo c eine Gröfse vorstellt, die mit abnehmendem unter jeden Kieinheits- 
grad lierabgedrückt werden kann, so dass wir bei genügend kleinem auch: 


abs. o’ Jo 




i-o' 


dw 


( 2 ) 


erhalten. Wir denken uns weiter in 0 die Tangentialebene der Fläche und 
projizieren auf diese Tangentialebene die Fläche (2); 

do sei die Projektion von doj, 

To sei die Projektion von r, 
dann ist bei genügender Verkleinerung von A: 




(2J 


(2J 


ro 





Man vgl. Anm. 3, S. SS. 

Das J(q) ist dabei nicht genau dasselbe 
dieselbe Eigenschaft, in der Form: 


von früher, hat aber 


A^^ (>. < 1), (A endlich) 

darstellbar zu sein. 
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wo eine stets endlicbe Funktion vorstellt; wir können also das (1 -f* o • i/') 
in J(o) Iiereinnelimen, und es folgt wieder: 


abs. o' Jo < 1 dü c -V ( do. 


da jedes: 


^.1 V 

(2) 


9 — t‘n -f- ö • / 


wenn / eine endliche Gröfse ist. 

Bei Einführung eines Polarkoordinatensystems (ro^-) in der Tangential- 
ebene mit dom Pol 0 ist: 

do = To dro d^, 

somit: 

( 2 ) ( 2 ) 

und stets endlich, da das Integral: 

r 

' 




dl-n 


in dem r irgend eine endliche Länge vorstellt, bei unendlich kleiirem P stets 
unter einer endlichen Grenze bleibt. Damit ist jetzt gezeigt, dass 

?'J2 

durch Verkleinerung von 

P und ~ 


unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann. 

Es ist andererseits bei genügend kleinem P: 

, r ' l f y / ^ cos (rx) cos (rv) . , , . cos (rz) 1 dw 

e Ji = ? j (e) + ^2 (p) 4 (p) y > 

( 1 ) 


I' 

.4J{«,fe)yä + 4,rt!2y 




Indem wir die Integration nach g wieder über die ganzen Kurven 
erstrecken, fügen wir nur eine Gröfse J(q') hinzu, die durch Verkleinerung 
von o’ unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrüekt werden kann. Das Integral 
nach Q ist eigentlich so zu schreiben: 

? 

lim U— )do(vgl. Anm. 1, S. 92). 
o = oJ 


wo eine stets endliche Funktion vorsteüt, so dass wir die (1 + ^ « P') 
in die 4 {?}j -^2(0); hereinzieheii können, und unter jeder Kurve die 

Kurve der Fläche verstanden wird, welche an jeder Stelle von der Rand- 
kiirve CT den kürzesten Abstand o hat. 


Es ist nunmehr im 


, ew 

ganzen o 


von der Form: 


i49) 


e g: - 4,-) + D (£) + ,■ J j {^, „ --'f ' + »üö 


Kmi ist nach früheren Resultaten:^) 


^ cosfrz)] du dg 


, (cos (rx) 


15Ö) : 


i-^dffp = c + Di(p,'), 




WO Cißy endliche Konstanten sind und D-, Do D3 durch Verkleinerung 
der ^kürzesten Entfernung 0/ des Punktes von up ••*-'=) unter jeden 

Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. Es wird hiernach: 






Bezeichnen wir nun mit o,/ den kleinsten Wert von pj', also die 
kleinste Entfernung des Punktes (l'i?'?') von der Fläche, so ist: 


152) abs • g' i dp < D (P), 


wo wieder D (P) durch Yerkleineruug von P unter jeden Kleinheitsgrad 

herabgedrückt werden kann. 


n Auch wenn man für ihre absoluten Werte 

setzt. (-0) ^ 

‘ *} Also auch durch Verkieinerung von P. 



— lUo -- 


Bezeiclinen wir rait h den Winkel, unter dem die beiden Flächen w 
lind ifj’ in 0 ziisainmentreöen, so ist: 


1:53) 


o 



= 1 , 



(falls cos6<;iO), 
( „ cosO^O), 


wo f eine Gröfse vorstellt, die durch Verkleinerung von unter jeden 
Kleinlieitsgrad lierahgedrückt werden kann, und wir können nun nach den 
Formeln 151), 152), 15d), da wir noch (OcFcl) setzen können, 

das folgende Eesultat aussprechen, das leicht auf den Fall auszuclelinen ist, 
dass die Eandkurve Treunungspunkte besitzt 

Zusatz zti YIIc). Genügt ^ mit seinen ersten Ableitungen 
den Voraussetzungen des Satzes VIIc), so werden für die ersten 
Ableitungen des über ein stetig gekrümmtes Fläch enstück a 
zu erstreckenden Integrales: 



r- 


bei genügend kleiner Entfernung o’ des variabeln Punktes von 
der Eandkurve (t auf einer Fläche w', w’elclie mit w dieselbe 
Eandkurve hat, die Formeln gelten: 


154 ) 


8W 

9h' 


e' 


WO li' 0 ine ZU co' tangentiale Eichtung, z/(o') eine Gröfse vo r st eilt, 
die durch Verkleinerung von q unter jeden Kleinheitsgrad 
herabgedrückt werden kann, unter der Voraussetzung, dass 
die Flächen w und w' unter einem von null verschiedenen Win- 
kel Zusammentreffen. 


§ 5. 

Mit Hilfe des Zusatzes können wur jetzt den Satz VII c) selbst in 
folgender Weise verallgemeinern; 

Villa) Ist z eine ahteilungsweise eindeutige und stetige 
Funktion*) der Stelle auf irgend einem Flächenstück © w, deren 
erste Ableitungen eindeutig und stetig [deren zweite Ablei- 
tungen endlich] sind, solange man sich in endlicher Entfernung 
von der Eandkurve und den Trennungskurven der Fiächenteile 
hält, auf denen 

cos(>'x), cos(j-^y), cos(?^z) 

eindeutig und stetig sind, und lassen sich bei genügender An- 
näherung an diese Kurven die ersten Ableitungen von ^ in der 
Form darstellen:' 


*) Man vgL die Bemerkung in Anm. (-^). 
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155) 


cy- 

0h 



wo ö die kürzeste Entfernung der betreffenden Stelle von den 
genannten Kurven vorstellt und die Gröfse d{o) durch Ver- 
kleinerung von o unter jeden Kleinlieitsgrad herabgedriickt 
werden kann, so kann man über die Eandwerte des Flächen- 
integrales: 

_ f cosfr.d , 

dirj 

d 


an der Fläche m folgendes aussagen: 

Es ist W eine abteilungs weise eindeutige und stetige 
Funktion der Stelle an der Fläche, deren erste tangentiale 
[und normale] Ableitungen eindeutig und stetig [deren zweite 
tangentialen Ableitungen endlich] sind, solange man sich in 
endlicher Entfernung von der Randkurve und den Trennungs- 
kurven*) von Flächenteilen hält, auf denen 

W, cos(rx), eos(^'y), cos(i' 2 ) 

eindeutig und stetig sind, und es lassen sich bei genügender 
Annäherung an diese Kurven die ersten tangentialen Ab- 
leitiingen von W in der Form schreiben: 


156 a) 


0W 

01i ^ ’ 


wo wieder q die kürzeste Entfernung der betreffenden Stelle 
von den genannten Kurven vorstellt und die Gröfse durch 
Verkleinerung von o unter j eden Kleinheitsgrad lierabgedrückt 
werden kann. 

Zusatz 1 zu Villa) Bei genügender Ann äherung des variabeln 
Punktes auf einer Fläche w', welche mit w die Eandkurve oder 
eine Trenniingskurve gemein hat, an einen Punkt P dieser 
Kurve gelten die Formeln: 

0W Jiq) 
lo6b'i = — 

' ch o 

wo h' eine zu tt>' tangentiale Richtung, yi{q') eine Gröfse vor- 
stellt, die durch Verkleinerung von q unter j eden Kleinheits- 
grad lierabgedrückt werden kann, unter der Voraussotzungy 
dci-ss die Flächen w und w' in jenem Punkte P unter einem von 
null verschiedenen Winkel Zusammentreffen. 


^') Das sind dieselben Trennungskurven, wie vorher. 
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Der Beweis des Zusatz 1 enthält zugleich den Beweis (-'0 für den 
Zusatz 2 zu Villa). Ist z auf w überall eindeutig und stetig 
und an der Eandkurve nullj so gelten die Formeln 156b) nicht 

d\Y 

blofs für die tangentialen Ableitungen -;;y 7-5 sondern auch für 




die normalen Ableitungen 


0W 

dY 


an der Fläche cd'. 


Durch Schritt für Schritt analoge (^0 Beweismethoclenj wie war zu 
dem Satze Villa) und seinen beiden Zusätzen über \V gelangten, erhält 
man die entsprechenden Eesultate für die Integrale V: 

Vlllb) Ist in dem Flächenintegrale: 




1 * 


H auf CU (abteiliings weise) eindeutig und stetig, solange man 
sich in endlicher Entfernung von einer endlichen Anzahl von 
l'rennungskurven hält, die bei der Integration auszuscbliefsen 
sind, während bei genügender Annäherung an dieselben die 
Eelationen bestehen: 


15S) 






so ist die normale Ableitung auf co (ab teil iings weis e) ein- 

deiitig und stetig, solange man sich in endlicher Entfernung 
von jenen Trennungskurven hält, und es gelten bei genügender 
Annäherung an dieselben die Eelationen: 


159 a) 


dv q 


Zusatz 1 zu ATIIb). Bei genügender Annäherung des vari- 
ab ein Punktes auf einer Fläche cu', welche mit cu die Eandkurve 
oder eine Trennungskur ve gemein hat, an einen Punkt P dieser 
Kurven gelten die Eelationen: 


159 b) 


dv 


e 


unter der Voraussetzung, dass die Flächen cu und cu' in jenem 
Punkte P unter einem von null verschiedenen Winkel Zu- 
sammentreffen. 


') Die J(q} sind dabei natürlich nicht dieselben, wie in loS). 
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Zusatz 2 zu Tlllb). Die Relationen 159b) gelten bei den 
Vöraiissetzungen des Satzes Vlllb) auch für die t aiigeiitialeii 

Ableitungen an der Fläche a/. 

° eil 

Bemerkung. Die Voraussetzung S. 94, dass die ersten Ableitungen 
von cos{vx), cos(uy), cosfvz) auf den stetig gekrümmten Teilen von m 
eiiifleiitig und stetig, die zweiten Ableitungen endlich sein sollen, ist nur 
für die Behauptiing (in VIIc) und) in Villa) von nöten, dass in endlichen 
Entfenningen von den Trennungskurven die zweiten tangentialen Ablei- 
tungen von W endlich sind; macht man die genannte Voraussetzung nicht, 
so kann man nur aussagen, dass die ersten Ableitungen von W in end- 
lichen Eotfernuiigen von den Trennungskurven eindeutig und stetig sind, 
im übrigen hat jene Voraussetzung auf die Sätze Villa), Vlllb) und ihre 
Zusätze keinen Einfluss. 


3. Kapitel. 

Die Transformation der Laplaceschen Differential- 
gleichnng in beliebige dreifach orthogonale Koor- 
dinaten u, V, w. 

§ 1 . 

Wir denken uns durch die Gleichungen: 

I X = X (u, V, w), 

160) y = y (u, v, w), 

I z = z (u, V, w), 

drei neue Koordinaten eingeführt, von solcher Beschaffenheit, 
dass die drei Flächenseharen : 

r u = const., 

161) I V = const., 

[ = const. 

dreifach orthogonale Flächenscharen bilden, so dass die Auf- 
lösungen der Gleichungen 160): 

f u = u (x, y, z), 

162) I V = V (x, y, z), 

[ w = w (x, y, z) 



den Bedingungen 


0v 

0w 


0V 

0W 


0V 

0W 

T;- — 


-h 


TT— ' 

+ 



ox 

0X 


OJ 



OZ 

OZ 

0W 

0U 


0W 

0U 


0W 

0U 

— 

— 

+ 


— 




öx 

ox 


oy 

^y 


OZ 

oz 

0U 

0V 


6u 

0V 


0a 

07 

0X 

0X 



Sy 

+ 

0z 

OZ 


wir suchen die Laplacesche Differentialgleichung für eine Funktion #: 




020 020 020 
0x2 0y^ 0z2 


==0 


in die neuen Koordinaten u, v, w zu transformieren. 

Es folgt durch Differentiation der Gleichungen 160) nach 

y, 2: 


164a) 


164bj 


164c) 



0X 

0U 


0X 

0v 

+ 

OX 

0\7 

1 = 

~ CU 

0X 

-f- 

07 

0X 

0W 

0x’ 

0 = 

0X 

ou 

4- 

0X 

07 


0X 

0W 

0U 


07 

4 

4- 

0w 

^y ' 

0 = 

0X 

ou 


0X 

07 


0X 

0W, 

~ 0r. 

0 z 


07 

0Z 

4- 

0W 

OZ 

0 = 


0U 

+ 

9y 

07 

-j- 

Sy 

0w 

0U 

ox 

07 

0X 


0W 

0X 

1 = 


0U 

-4- 

Sy 

07 


®y 

0V7 


0U 

^y 


07 

Sy 


0\r 

öy' 

0 = 

= 

011 


,öy 

0V 

+ 

Sy 

0w. 

0 LI 

OZ 


07 

0z 

0W 

0Z ’ 

0 = 

0Z 

0u 


0z 

0V 


0Z 

0W 

0a 

0x 

H- 

07 

0X 

4- 

0W 

0x’ 

0 = 

0z 

0U 


0Z 

07 


0Z 

0W 

0U 

Sy 

*4 

07 

0^' 

4- 

0W 

0y’ 


0z 

0U 


0Z 

07 


0Z 

0W 

1 = 

0U 

0Z 

4- 

07 

0Z 

4- 

0W 

0Z 


Wir multiplizieren jede dieser drei Formel gruppen resp. mit 
und addieren^ dann folgt mit Eücksicht auf die 

■öx 0y oz 

Orthogonalitätsbedingungen 163) : 
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165j 


|H {(?£)' + fli'f + /IH ]■ j _ |i ü-, 

CX CU II CX/ \ cv / \ 07 . ! I 011 






0U __ 

I cy CU {[C'xj 
I CU __ 02 
i cz ” CU 




5y/ 

/01I\2 

\ cv 




I cz ; 
i 0z / 


J 0u 

_ JJS 

du ^ 


wo : 


oder: 


166, C= = (|) 

[ und addieren t 

; ii f ^ i" ™ 1% fiH I* _ Gl r (fi ) 

\cxj \cyj \cz J l\ouJ \cuj \duj 


/'0L1 ’'i 

5y 


0u 
0z 


Quadrieren und addieren wir die Formeln 165), so folgt: 

-,2 r / 0 v ’'2 / 0 y ^2 /0z \ 2 ' 


? 



/0y\2 1 

fdz \ 

(Cuj 

Ui. +1 

var) 


Durch diese und zwei analoge Rechnungen folgt somit, dass^ 

falls wir: 


setzen: 



169) 



Es sei mm 0 eine beliebige Funk Hon von (x, y, z), 

0^ _ 0Ö> 0u 00 0v d0 dw 

0x ~ 0u 0X ' 

170) — = — d0 dv diD dw 

dj du dj 0v" "0^ "0w’ 

00 __ 00 0u 00 dv d 0 dw 

02 0U cz 0V 0z 0\V 0z 


dann ist: 



Quadrieren und addieren wir diese Gleichungen, so folgt: 

ni) (i? )■ f + fi?r _ D. ß® i’ + V. ß®)’4- w» ß^'f . 

^ öx J -cy] \cz J \oi\J \cv J i, ow; 

Ui--'e:.urnz:v:'v:i: wir dieselben Gleichungen resp* nach x, z 
lind addieren, so wird: 


172) 


CU- ÖV- 


00 ^ 

H — 7 : — z/ u - 

CU 


0 r/j 

-- J V * 

ov 


cw- 

00 

dw 


z/w. 


Wir wollen hier die Gröfsen z/u, z/v, z/w noch etwas um» 
formen; wir differenzieren hierzu die Gleichungen 165) resp. 
nach X, y, z und addieren, dann ergiebt sich: 


cfl 

173) z/u = 2ü^ + F^ 

CU 


02x 0-y 

CU0X 0ucy 


o^z 


ouoz . 


andererseits folgt durch Differentiation der drei Gleichungen 168) 
nach u: 


1 

0Ü __ 

ax 

0-X 

1 


o'y , 

0z 

d^Z 

ÜS 

CU 

au 

0U- 

0U 

0U2 

0a 

0uä ’ 

1 

0V _ 

ex 

0-X 

3 l 

d'^v 

1 

0z 

0‘^Z 

V3 

0U ~ 

dv 

0V0U 

0V 

0V 0U 

0\' 

0 ■. "■ ?, 1 ■■ 

1 

0W 

0X 

02x 

Ic. 

0% 

0Z 

d-z 

W3 

0U ~ 

0W 

[ 

0W0U 

0W 

. j 

0W0U 

dw 

0W0U 


oder mit Rücksicht auf die Formeln 165) und die beiden den- 
selben analogen Formelgruppen: 


1 0Ü 

0% 

0U 


au 

02z 

0U 

U 0U 

0U^ 

0X 

l ^ 0 

CU^ 

1 

oy 

au^ 

0Z 

1 0V 

02X 

0v 

, 8lv 

dv 

_ 4 _ 

02z 

0v 

V 8u ~ 

0y0u 

0x 

0V 0U 

oy 

av0u 

0z 

1 oW 

a^x 

0w 

. 

0\v 

a^z 

0W 

W 0u ' 

0W0U 0x 

0W0U 0y 

0wau 

0Z 


und durch Addition dieser drei Gleichungen: 

au ^ ^ 1 

U 0u V 0u W 0u diiüx 0u0y audz 


175 ) 



Setzen wir dies in 173) ein. so folgt: 


oder : 


analog': 


Ju = U 


176) 


CU 

^v-UVW 



U2 0W 

i ■[ 

i'U 

. ö 


du 

irwj’ 

, 0 


0U 

\\Vüj’ 

, 0 

/ W \ 

011 

\ÜV / 


Wir können liiernacii die Gleichung 172) auch folgender-' 
mafsen schreiben: 


177j — 


0 

(cfp ü N 

i 0-1 fl?. 


0 

/S® 

WC 

011 ' 

‘ ßil VW; 

i ' er\6v 

WÜ7 

-f- 1 

PW 

\0W 

uvf 


und wir sind damit zu dem folgenden Satze von Jacobi gelangt: 

IX. Führt man an Stelle von (x, y, z) dreifach ortho- 
gonale Koordinaten durch Transformationsgleichungen 
von der Form: 


X == X (U, V, w), 

y = y (u, y, w), 

Z = Z (ll, V, w) 

ein, so ist für irgend eine Funktion 0 von (x, y, z) 

identisch: 



gesetzt wird. 


*) Die Yorzeicheii von UVW sind willkürlicb ; es ist auf die obigen 
Gleichungen ohne Einfluss, wenn man etwa U mit ( — ü) vertauscht. 
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Die Laplacesche Differentialgleichung lautet in den 
Koordinaten u, v, w: 


178) 


C /C0 U \ . 0 !O0 

011 011 VW/ ' 0V cv 


^v^'\ , n 

ÜWn £wi0w'W/“ ' 


Wir wählen als Beispiel die Transformation in Polarkoordinaten 
tb(f durch Transformationsgleichungen von der Form: 

I X = r cos 0, 

179) y =: r sin 6 cos^', 

[ z = r sinO sin^'. 

Die Gröfsen rtny haben hier die folgenden Bedeutungen: 
Es ist r die Entfernung des 
Punktes (xyz) vom An- 
fangspunkt 0, ferner 0 der 
Winkel, den die Richtung 

0 — >- (xyz) 

mit der x Axe bildet und 
endlich cp der Winkel, den 
die Projektion dieser Rich- 
tung auf die yz Ebene mit 
der y Axe bildet, positiv 
zu rechnen, wenn von der 
positiven x Seite gesehen, 
im umgekehrten Sinne des 
Uhrzeigers. 

Die Flächenschareii: 


(f == const. 

sind dreifach orthogonale Flächenscharen, denn es sind die Flächen 

r = const. 

konzentrische Kugelflächen mit 0 als Centrum, die Flächen 



r = const., 
0 == const., 


6 = const. 
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deren Spitze in 0 liegt und deren Axen mit 
der X Axe zusammenfalleii, und die FJäclieii: 

Cf = const. 

sind Ebenen, die die x Axe enthalten. 

Es ist nacdi den Transformationsgleicliuiigeii 179): 


180) 


er 


■ == COS-'j. 


cy 

er 


^ sin fj cos 


cx 

somit wird: 


CT . , CT ^ 

TTT- = — r sin (/, == r cos 0 cos w, 

oO 00 


0z 

0r 

0z 

00 


==sinO siiif, 
= r cosO sin 


l'Si) 


= 0, 


1 

1 


cy . , . cz 

= sinO sin^, “ = rsin6cosy, 
eep oep 


ex 

0FJ 


\2 


CY \- 


cr 


+ 


0r ; 


1, 


also: 


w=(_wr-^rrLr ■ ee -,,2 

V- l 60 J ' l cO J ob ) ’ 


+ 




sin-O, 


182 ) 


U=l. 

V = l, 

r 

W 


r sin 6 


183 ) 


Nach Satz IX wii’d also für irgend eine Funktion 0: 

\cxj loy- .czJ V 6r/ '*'r^ V 86 J "^r^sin^ÖVöyJ ’ 

. , , 8 f 1 d0\ 

icinr.-g lautet in Polarkoordinaten: 


Z/Ci): 


1 _ 
sinO 


0 [C0 . \ 0 fdep , 

’ sind 4- 


und > 


er \ er 


' ' 86'. 86 


184 ) Y-(r^~] . . . , 

er \ er J sin 6 c6 l 


. , d0\ 1 020 



n. Teil 



(Theorie der 


V iiiid die 
eine 

,. .. ®.<!. , ^ 



Wir werden in diesem 11. Teile die Fläclienpotentiale: 

1 ) 


r 


und die Flächeninlegraie: 


i) w=l’.‘2!p 


d« 


wirklich zu berechnen versuchen, wenn m eine gegebene Kugel- 
fläche von dem Radius R mit der inneren Normalen r, z undJI 
gegebene Funktionen der Steile auf der Kugel vorstellen. 

Wir -werden uns dabei stets zweckraäfsig der Polarkoordinateii 
bedienen, indem wir das Gentrum 0 der Kugel zum Anfangs- 
punkt nehmen und einem jeden variablen Punkte (xyz) die 
Polarkoordinaten fJ^ (pi durch die Transformationsgleicliungen 
zuordnen: 


3 ) 


X ==ri cos6i, 

y = Ti sm6i cos (fl j 
z = Ti sinöi sin^i. 


K 0 r li , Potentialtlieorie. 


8 
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Es ist dann*) i’i der Abstand des Punktes (xyz) von 0, 
bj der Winkel, den die Richtung 

0 — (xyz) 

iiiit der x Axe bildet, und <f der Winkel der Projektion dieser 
Richtung auf die yz Ebene mit der y Axe, positiv gerechnet, 
vrenn \-on der positiven x Seite gesehen, im umgekehrten Sinne 
des Uhrzeigers. 

Die Polarkoordinaten eines Punktes der Kugelfläche 

bezeichnen wir mit R, b, (/, so dass: 

[ I = R cosö, 

4) ^ = R sinCf cos^p, 

[ s = R sinö siny. 

Es ist dann die Entfernung r der Punkte (xyz) und (Jjyf) 
gegeben durch die Formel: 

r = Vfx' - tf + (y - 

= V R" — 2R rj I cos 0 cos bi + sin 6 sin öj cos {(f ^ — f/j } + r^, 

oder: 

ö) r = VR" — 2R ri cos/ + r,- i, 

wo ; 

6) cos/ = cosh cos 6, + sin6 sin cos(g'i — cf ) 

und / den Winkel vor- 
stellt, den die Rich- 
tungen : 

ib<p) d. i. 0 — 
und : 

(bl (pi) d.i. 0 — 5- (xyz) 

mit einander ein- 
schliefsen, 

Fig. 46 . Funktionen H 

und X sind als Funk- 

iionen von b und cp gegeben zu denken: 

7) H=H(b,<p.), 

8 ) x==x(b,p); 

_ Man vergleiche Fig. 45; nur setze man an Stelle der dortigen Be- 
zeichnungen rU/ jetzt: rifj,»/-,. 
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es wird somit 

ÖJ 


H{b, q) 


■) iPi® — 2 R l’i cos -r Fj 


= cl«, 


R) 


1 


' VR^ — 2R Fl cos/ H- Fj 


W = - U(fj, ¥-)4id-= 

CR U,R2 

(R) 

wo cos/ den Wert 6) hat und wir von der Identität: 

1 


dw, 


0! d-- ö- 

COS (rj^j _ . r _ . . / ^ . r _ , , . r 


r- 


; + ■ 


^ cos (j/x) + cos (ry) + ^ cos (rz) , 


0 


gl gl 

_ r 0? r 0;; r 0^ 

^ c‘§ 0R crj 0R 0^ 0R’ 

.1 

0 -- 

=r 

^~~dR 

Gebrauch gemacht haben. 

Das Flächenelement dw der Kugelfläche können wir in 
folgender Weise in Polarkoordinaten ausdrücken: 

Wir denken uns die Kegel h und 0 -f- d6, 
sowie die Ebenen 9 und cp -h dg?, dann hat 
das kleine Rechteck dcö, das von diesen vier 
Flächen aus der Kugel ausgeschnitten wird? 
die Seiten: 

AB = Rdfj, 

BG = R sinö dg?, 

es ist somit: 

10) d« = R2 sin 0 dO dg?, 

und falls man über alle Elemente doa der 
Kugel zu integrieren hat, muss man 

über 6 von 0 bis tt, 
über (p von 0 bis 27r 

integrieren, was wir durch die symbolische Formel 

27ir TZ 



11) j(-)d« 

(R) o o 


= Jr' 2 ( ) sin 6 dd dg? 


8 * 



Ilü — 


liUcdrückeii wollen. Es werden hlernacli die Fonrielri 9): 


j:rr rr 


i I R- H (h, (f) sin 0 dO dff 

-Wr, cos jW'iTT 


i2j ! 


0 O 


ZTi rr 


^ TV 


= -i Ir- z ff), f/) ..T/'-v.-,-- ciodf/., 

J j ^ - cR 1 VRä _ 2 R i'i cos / + r, 2 1/ 


O 0 


wobei nacli wie vor: 


cos?" = cosO eosO^ -r sinO sinOj cos{fi — c/-). 

Als die « ..-v'.r.eLsle Methode, die integTatioiien 12) wirklich 
ausziiführeD. hat sich nun die erwiesen, sowohl den Ausdruck: 

1 __ 1 _■ 

VR^ — 2 R cos 4- 1 * 1 ^ i 

als auch die Funktiorieri und H in unendliche Reihen zu ent- 
wickeln: 


15j 


Eid, Cf ) =2ai-/„(0, q.), 

0 

■:ä 

e. ff) =2” 

0 

l;=VaY„(o,f/), 


von solcher Art, dass die clurcli die Fornioln 12) geforderten 

271 7t 

I ^ V) Ts (fJ, ff) sin ij dO äff, 

6 0 
27t 7t 

[ I ffj ff) Ts (fl, ff) sinO dO äcp 
d 0 

iiiöghclist einfach Averden. Zu diesen Entwickelungen wollen wir 
riiirimehr :;.b 
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I. Absclinitt. 

Eiitwielielrina: des Aiisd.- ■.'’irs v in eine niieiMlilelie 
iiacii Y'^i:':''’%nMioneii ’;:’elteiicle Bellie. 


1 . 

Die Funktionen Pn* 


§ 1- 

Wir nehmen zunächst den Punkt (A/D ^ 

den Yariabeln Punkt (xyz) in der xy Ebene, so dass: 

r-’ = R- - 2Rr, cosfj, H- 

also: 


14) 


1 1 

i- ” \ 142 -"2Rrrcos07^ ri'* 



Fig. 48. 


Es liege (xyz) zuerst aufserhalb der Kugel (R). 

14) in folgender Weise: 



2 — cos -f- 



) 


1 

2 

y 


Wir schreiben 



Fe"r 
1*1 J 




1 

2 


15) 



Xuri ist, wenn R < Tj ist, nach dem binomischen Satze : 


16) 


fl - 


R 







_v 

2J^[2-n{n)f 




X 


^(SnL/R 
4j“[FTy(n)pU, 


wenn wir uns der üblichen Abkürzung:*) 

17) n{x) = i-2...7c 

bedienen. 

wir die beiden Reihen 16) miteinander und 
Pi 

ordnen nach Potenzen von — , so wird die so entstehende Reihe: 



konvergent sein, wenn wir zeigen können, dass jedes fn^ (6i) für 
beliebige reelle öj kleiner oder gleich eins ist. Es ist nun nach 16): 




iy(2n) 77(2.0) 


[2'^77(n)]-^ P“77(o)] 

77(2n-2) 77(2 


(eia9.+ e -i*!®.) 


1 ) 


[2“-iZ7(n-l)P [2‘77(1)] 


^(eha-2)e. + e-Uu-«9.) 


77(n^-l) 


77(n-l) 


2 2 iz^: 

77 (n) 


/n4>r‘' 


l 2 j 


2 2 n 

n in) 


’n — l\ 


~ (e e falls ii 
^ iing'eracle, 


2^11 


2 

2277 f^n 


In£. 


i') 

, falls n gerade ist; 


*) Wir setzen, ebenfalls in üblicher Weise: 

i2(o) = l, 

Glieder einer Reihe, in denen i/ (negativen ganzen Zahl) vorkommt, gleich iiiilL 
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oder : 

ici\f/A\ o , fa^ cos O.^Jalls 11 ungerade, 

19) iii(6i)=ancosii0j-ean-2cos(n— 2)0 j 4--'*+] ^ i •/ 

raiis n gerade ist. 

wo die an an^o . » . positive Zahlenfaktoren vorstelieii und im be- 
sonderen Rn den Wert besitzt: 


9 __ 


n(2n) 


11 =p 0, 


20) = ] [2^/^W)P’ 

[1, n = 0. 


Aus der Formel 19) folgt sofort: 

21) abs. fii(6i) ^ abs. fu(o), 
und es ist nach 18) für 0^ ==0: 

_RV 


(i--1 

i'i . 


R\-i 


oder: 

oder: 

Es folgt somit: 
und nach 21): 


X 


0 ^ 


22) fn(o)-l 

23) abs.fn(6i)^l, 

womit die Konvergenz der Reihe 18), sowie der aus dieser Reihe 
durch Differentiationen nach R oder r^ hervorgehenden Reihen 
bewiesen ist, sobald R < rj ist. 

Nach 15) und 18) lässt sich, wie wir Jetzt wissen, der Ausdruck 
1 1 


1' VR2- 2Rri cos6i + 
durch die konvergente Reihe darstellen: 

1 1 Ä r. s f R\^^ 


24) 

wobei die fn( 6 i) von der Form 19) sind: 


fü (Öl) = an cos 11 (ij -f an -2 cos (ll — 2) 01 + • 


Rcri, 


ai cos 01, falls n ungerade, 


■ff' 

lao> 


falls n gerade ist; 



die a.j tin-- . . . sind hierin positive Zahlenfaktoreip und es ist im 
besonderen: 

a,= “[2‘‘/7(n)P’ “ ' 

[ 1, 11 = 0, 

Die aus der Pieihe 24) durch irgend welche Differentiationen 
nach Pi oder :-:w Pteiheii werden wiederum kon- 
vergent sein. 

Um die Funktionen fn(bi) der Reihe 24) näher kennen zu 
lernen, ivolien wir dieselben nicht mehr als Funktionen von Oj, 
sondern als Funktionen von: 


aiiffassen. indem wir: 


25) .«i^costh 


26) = 


setzen. Wir haben dann nach 24) für — die Reihe: 

^ r 


27) 


lÄ /R\a 

■ = (— j ) R < Tj, 


und es ist, da allgomeiii für jedes ganze m:P^) 

28 } cosm 6 i = n2“~'cos“0i-rff2COs“-26i+a^cos“-ifJi + ..., m 4 = 0 , 

I m=0 

(«2 «4 ... gewkse Zahlen faktoren), jedes von der Form: 

Pn (/^i) = pn a — Si“!“”® + n_4 + • • • 

^ fAii, 1 |W'i, falls n ungerade, 
lAii, 0 ^ halls n gerade ist, 
wo die A gewisse Zahlenfaktoren darstellen, oder: 


-9) Pu(/^'i) — Au^ii_2 


n-~2j 


„ ‘i 

ij 

WO wir jedes: 

30) An,. = 0 

setzen, in dem z negativ ist, und uns überdies bekannt ist, dass; 

JI (2n) 



Zur 


der übrigen Koerficirnbni A bedienen wir 


nn? der Kennliiis. dass ^ der Laplaceschen 

' - ■ r 


J 


/r 


=-0 


genügen muss, die wir nach Fornnel 1S4) des L Teiles so schreiben 
kö Pillen : 


c 

oder, da: 


. 1 
c~~ 
. r 


. In 

C- 

r 


1 & ( ■ ,, 

^ ^ \ sinO] -.-T“ 

c[\' Süi'ji ’chi cüj 


.1 1 

c - c — 
r r . 

= ~ siiFj,. 

cbi cij, 


1 


0- 


1 


^0* 


sin 0 


^ 'cO. 

1 




sin fjj 


0 

r 

obi 


i 


c - 

-d - 1 f 1 - Pi [. sin 0, , 

[' ‘ ‘ Cu, I 


I 


auch in der Form; 


- = 0. 


0 ,L .,,dpl 

iv 'ofj-i V ■ Sj«! J 1 — f«-r 8^1' 

Wenn im besonderen, wie in unserem Falle, r, ¥on un- 
abhängig ist, folgt; 


c 

M) 


. 1 
c - 

L ” "c 


o o\ 

oo) 


0[\ 


Ft-- 


0n 


Ca 




Setzen wir für - den Wert 27). so ist: 

r ' 


r.' 


r 

. 1 
0 — 
r 

di\ 


c 

CI* 


1 Si’i 


"T” (n + 1) Pii (fi) ( — j ’ 

. Ign n (n + 1) P.. ( f- ’’ 

'M 



und die ..d,?:-' 33) erhält die Form: 


1 


M Q '>‘1/ 

somit ist einzeln für jedes ganze positive n: 


34) + 


dPii 


Diese Gleichung 34j wird als die Differentialgleichung 
der Funktionen Pu bezeichnet. Wir setzen in derselben für 
Pn (,«i) die Pieihe 29) ein, dann folgt: 

X 

2j('n(n + lJ 
^ d 

^ d;«7 Au.n-2j ,«d'---j-']} = 0, 

oder : 


X 

2j[n(n-r Ij Au,u-2j,«i=^--j 

^ + (1 - (n - 2j) (n - 2j - 1) A„, „-sj -si - '-i 

- 2 (n - 2j) Au, n - 2 j j = 0, 

oder: 

35) [2j C2n - 2j - 1) A„,u_,j 

^ -f- (n - 2j) (n - 2j - 1) An, a_oj - s) = 0*) 

Indem wir diese Gleichung nach Potenzen von ordnen 
und bedenken, dass die Koefficienten der einzelnen Potenzen von 
Pi verschwinden müssen, erhalten wir: 

2 . (2n - 1) An,n -2 + n (n ™ 1) An,n = 0, 

^ 4 • (2n 3j An,u -4 ■+ (n — 2) (n — 3)Äu^a~2 ~ 0, 

ob) " . . 

allgemein: 

2j (2n— 2 j-f-l)Au,n- 2 j +(n~-2j + 2) (n — 2 j-i-l)Au,ii_ 2 j 4 . 2 = 0 . 

Da wii nach ol) Au^n kennen, können wir aus 36) successive 
alle Äu^a-sj berechnen, und wir erhalten: 


37) Au n-oi=(-l)i ■ . L(n- l)(n-2)...(ü- 2j+2) (n-2j+l) 

—■ ’ _ 2“[/7(n)]-^ 2J/7(j).(2n-l)(2n^3)U:{2n:-2j+l)- 

*) Da: 

n (n 4- 1) - (u - 2j) (ii - 2j - 1) - 2 (n - 2j) = 2j (n - 2j + 1). 
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Nun ist: 

n (n — 1) (n - 2) . . . (n — 2j + 2) (n — 2j + 1) ^ 


ll(n) 


/i(n-2j) 

■ T r. T -I iirf2o) 2*‘~j/7(n — i) 

(2n - 1) (2n - 3) . . . (2n - 2j + 1) = 


somit: 


38) A„,a-2j = (--lp- 


2'iJ7(n) 77(211- 2 j) 

^(2n-2j) 


und : 


39) = 

ü 


2“77(j)77(n-2jJ /7(n-J) 
«'(2n-2j) 


/7(j)/7(n-2j) 77(11— j) 




ii™2j 


oder (wie man sofort aus 36j folgern kann): 

n(n — i) 


401 P (a ) — \ u u 

4U) 2(2n-l) 


Fl 


n(n — 1) (n — 2) (n 


U 

— 


4 - 


.1. 

i’ 


2 • 4 • (2n — 1) (2n — 3) 

Die Reihen 39) resp. 40) brechen von selbst mit einem Gliecle: 
Aüiit^i oder A^o 


ab, je nachdem n ungerade oder gerade ist. 

Wir können die bisherigen Resultate etwa folgendermafsen 
zusammenfassen ; 

I. Bezeichnen wir die Polarkoordinaten eines Punktes 
der Kugelfläche (R) mit (RO92), die eines aufserhalb der 
Kugel gelegenen Punktes mit (Tibi(pi)^ und mit y den 
Winkel, den die Richtungen (bcp) und {biCpi) einschliefsen, 
so lässt sich die reciproke Entfernung der beiden Punkte: 


41) 


1 

r YPi^ — 2 Rrj cos y + r^ - ^ 


in die folgende Reihe entwickeln: 

4*^) " — ~ Pg fco^ y) ? (R <c:ii). 

Dabei sind allgemein die Funktionen Pü(x) durch 
die Formel gegeben: 



431 P,(X|: 


--Y: 


II {2 n) 

2 ■ [//tHjj 


- 


11 (n — 1 ) 




2(2ii-^]) 

^ n(n — 1) (n 2) (ii - -- 3) 
2 • 4 • (2n — 1) (2n -- B) 


r/(2n - 2j) 


44) 

(Keiheii, die von selbst mit einem Glieder 




Än,iX oder A„,o 

abbrechen, je nachdem n ungerade oder gerade ist), 
nna erfüllen die Differentialgleichung: 

45) n (n + 1) P„ (x) + A |'(i _ xS) = o. 

Die Reihe 4'i) konvergiert stets, da im Intervall: 

46) abs. [Pu(x)J < Pn(l) 

a n d : 

47) P„(l) = l 
ist. 

Z^usatz 1 zu I. Liegt der Punkt (rjOi^i) innerhalb 
der Kugel, so gilt für die reciproke Entfernung: 

1 1 
r \R'“ — 2 Ri'j cQsr + Ti“ ' 
die Entv/ickelung: 

^■'5) PXcosr) J , (n < R). 

0 ' ^ 


§ 2 . 

Es ist nach dem binomischen Satze: 


cc 


(X-- ]'p = 2j f- J)j . 


47(n) 


x2“-2j, 

Jj 



somit ; 

d” fx- - 1 rjiü) 

oder da: 

(■2n - 2jj (211 - 2j - 1) . . , (n — 2j -f- 1) = 


. {•2n-2jlC2ri--2j-l)... 

(n — 2j~r 


^'>”0 




49) 


d« (x'= - 1)'^ _ , , g /7( n) //(2n- 2jj __ . 


U 


dx“ 4r'"' 2y(j) //(n-j) /7(n-2j) 


Vdr.dd'ol, wir die Formeln 44) und 49), so erkennen wii-. 
es ist: 

- - r. , 1 d“ (X2 - 1)" 

P“('"^^”207Tn) ~ ce“ 

Die Formel 50) gestattet uns, die Integrale: 

-4- 1 

^ P m (Xj Pn (x) dx 

t 

-1 


zu berechnen. Es ist nach derselben: 


+ 1 


"d® (x- - 1 )“ d“ (x- - 1 j “ 


dx“ 


+ 1 

(PM(x)P„(x)dx=._,. 4. i 

i - -' -i 

oder, falls m < n, nach in maliger partieller Integration 


dx» 


( - D” 


(\P“ (x^ — 1 )“ d» - “ (x‘-^ — 


2“+»77 (m) /7(n) .] dx-“ 
-I 


dx»- 


dx, 


da x= — 1 sowohl für x = - 4 - 1, als auch für x = - 1 verschwindet. 

Nun ist: 

d2m(x3_l)m_ 


somit: 


51) ^Pm(x)PB(x)dx 


dx2“ 


(- 1)“ J7(2m) |d»-‘»-H^' - If 


^v^'-^-.2m+u/7(ni)iZ(n); dx»- 
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Ist ii4rm, also: 

=0 ibkt: 


n = m -f- 1, m + 2, ... 

-4-1 

52) I Pn, (s) Pu (x) dx = 0, ra =1= n ; 


ist dagegen m = n, so folgt: 

fPu2(x)dx = b- ( (X" - 1)" Clx. 

e, - V‘v’J J 

-1 -1 

Xun ist, wie durch n malige partielle Integration folgt : 

l(x2 — l)“dx = (- 1)“ 

- 1 

2“+i n(n) 


x2n (x^ - l)“-“dx. 


1 


= (- 1)" 


1 ■ 3 • 5 . . . (2n + 1) 


somit: 


’ 77(2n + l) 


-j- X 

53) jPu=^(x)dx = 2--^. 


Zusatz 2 zu 1. Die Funktionen Pn(x) lassen sich in 
der Form darstellen: 

, 1 d“(x2-lf 

2“iZ(n) dx“ 

und haben als Folge hiervon die Integraleigenschaften:. 
+ 1 

j Pm (x) Pu (x) dx = 0, m n, 


jP.’Wdi-—. 



2. Kapitel. 

Die H tgslaltstan Funktionen Pa^ und die zugeordneten 
Funktionen Pni. 


§ 1- 

Die Ableitungen der Funktionen Pu(x): 

dPn(x) 


P.' (x)^ 


dx 

d2Pa(x) 


p.''rx)= 

rill 

Pa':‘’d:x) 

54) Pn(«(x) 


dx- 

d“Pn(x) 
^ dx^ 

d>P,i(x) 


dxi 


0 ir i <: n 


werden als die abgeleiteten Funktionen Pn® von x bezeichnet. 
Da: 


p j c_ i)i /7(2n-2j) 

“ 1- ^ 1 2“ /7(j) /7(n - j) 77(n - 2 j) 


T-X’ 


11 — 2 j 


SO ist: 


" (n-2j — iH-l)x“-2j-k 


oder da: 


(n - 2j) (n - 2j - 1) . . . (n - 2j - i + 1) - 


mn - 2j) 


auch: 


-X 


ö5) 

Differenziert man die Differentialgleichung der Pn(x): 
n(n + l)Pn(x) - 2xPa'(x) + (1 - x2) Pa"(x) = 0 
mehrfach nach x, so folgt successive: 
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1) fn 2)-) P„'(4) - 4xPn" (x) + (1 - x^) P./" (x) = Ö. 
2j (n + 3i P,"(x) - 6xP,/"(x) + (1 - x-)P„4V)(x) =- ö, 


56 ! fn-i ) Cn-r-i-r 1 ) Pn‘-M fx )-( 2i^-2 ) x +( 1-x-) = ( 

diese ""’d'l ^ heilst die Differentialgleichung der nhgehdh.-'^ 

Funktionen Pa'h. und wir können jetzt den Satz aiisspreclieri: 
Ilaj Die ahgeleiteten Funktionen P,i^^)(x): 


Pn'^MX) = Fj (- IJP-, 


//(2n - 2j) 


2^^ // (j ) //(n j) // (n — 2 j - i j ' 


erfüiien die Differen tiaigleichung: 


(ii ~ i ) ( n -i- 1 -t- 1) Pn (x) ~ (2 1 4- 2) X - 




Wir wollen zeigen, dass irgend eine andere ganze rationale 
Funktion von x, welche dieser Diitdrentiaigieicliiing genügt, sich 
von Pii^^dx) nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden kann. 

Wir nehiTien hierzu an, es sei F eine ganze rationale Funktion 
von X, die jener DiffercodirJgleiclir.ng genügt, so dass: 

(n - i) (n 9- i 1) F - (2i + ■2)x ^ + (l - x^) = 0; 

dx ^ dx^ 

wir ..i .PWtd vvr diese Gleichung mit die Gh'icliiing 56) 
mit F und siibirahieren, dann folgt: 

oder wenn wir mit (1 — x-)*+i niii’Iinlixieren und bedenken, dass 

P.U) .‘pp - F P“® = ...1 f p (i) 1' P _ F iP“® 

dx- dx- dx\ "* dx dx j’ 


— 2^(ii— l)(n + ä), 
(n — 1) {n + 2J — 4 = (n — 2) (n + 3), 


(n - i -f- 1) (ii -i- i) — 2 i er (u — i) (n ■ 
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auch: 


d 

dx 




dx 


dx 



wo C von X unabhängig ist. 

Da F und ganze rationale Funktionen von x sind, folgt 
C = 0, und hieraus: 

F = c.P,/^ 


wenn c eine willkürliche Konstante vorstelit. 

Zusatz 1 zu Ila). Weifs man von irgend einer ganzen 
rationalen Funktion F von x, dass sie der Differe'ntial- 
gleichung genügt: 

dF d^F 

57) (n_i)(n-f-i+l)F-(2i + 2)x-^-^-h(l-x2)^,- = 0, 


wo 11 und i ganze Zahlen vorstellen (0<:i<:n), so ist 
58) F = c.Pn^i)(x), 

wenn c eine willkürliche Konstante ist. 

Die ersten Ableitungen der Funktionen Pii(x): 

591 P ' fxl - Vi (■- 1 V X“ - 1 

oJ) P. (X) ( 1) 2n/z(j)7r(n - j) 77 (n - 2j - 1) 

sind mit den Pn(x) selbst durch zwei interessante Relationen ver- 
bunden, die uns in der Folge von Nutzen sein werden. Es ist 
nach 59): 


P' /.y'i _ Vi i IV ^ ( 2n + 2 — 2j) 77(2n- 2j) 

Pn + i(x)-^n ä(n + l-j)2“77(n-j)/7(.1)77(n-2j) 

oder : 


j) 2“ 77 (n — j) 77(.f) 77 (n — 2j) 

77(2n-2,j) j; 


^ ^ i7(zn — ZI) 

60) P;+i (x) =2i (— !)•> (2n-)-l— 2j) 


Andererseits ist, wiederum nach 59): 

Korn, Poteütialtlieorie. 
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p' / ■> iv» ■/ /(2n 2 j - 2 ) 

^ ~‘i”i W l 2n-i /7(j) jj(a __ j - 1) i7(n - 2j 2) 


u.\. '* 


0 


-PjC-Dj x“-2j 

Y ^ ’ 2- ^ i/U - 1) JI(’A - - j) - 2 j) - 

77(2 n --2 j) 




Oller: 


CO 


17 (2u- 


bi) Pü-i(x) 2'’( /7(nl j) //O^^ 2J)0" 


«nd es folgt durch Subtraktion von 60) und 61): 

P (x) - P n_i (x) = (2n + 1)2-1 (-l)J ^if(fj'n[n - j) ' 

oder: 

62) P'„+i (x) — P',i_i (x) = (2n + 1) Pn (x). 

Wir schreiben diese Formeln noch einmal explicite für 
n = 1. 2 . . . hin: 


P/(x)-Po'(x) = 3Pi(x), 
P/(x)-P/(x) = 5P2(x), 
P/(x)-P/(x) = 7P3(x), 


P'„+i(x)-PPi(x) = (2n + l) P„(x). 

Addieren wir alle diese Formeln, so folgt: 

P^'(x) ^ P'a+i(x) - Po'(x) - Pi'(x) = 3Pi (x) + öPaCx) + 7P3 (x) 

+ • • • + (2n H- 1) Pn{x)f 

oder, da : 


Po'(x) = 0, 

Pi'(x) = l = Po(x) 


n 


63) Pu (x) + P'u+i (x) — (2j + 1) Pj (x). 

U 



— ™ 

Wir die Formeln 62j und 63) als einen besonderen 

Zusatz zu II a) aus : 

Zusatz 2 zu Itaj. Die ersten Derivierteii der Funk- 
tronen Pnfxj sind mit diesen durch die beiden folgenden 
Relationen verbunden: 

(2 n -r 1) P„ (x) = P u + 1 (x) — P ',1 _ 1 (x), 

11 

y j f2 j + 1 ) Pj (x) = P„' (x) + P 4- 1 (x). 

0 


§.2- 

Nach Definition der abgeleiteten Funktionen durch die 
Formel 54) bezeichnet man weiter die Funktionen: 

p„„(x)=(vr-“x2)op„ (X), 

Pnl(x) = (V]VUc2)ip^'(x), 

Pn2(x) = (Vl‘^X^>Pn"(x), 


Pn„(x) = (Vi - X2)'‘P„0»(X), 

allgemein: 

64) P^i (x) = (VI^'x^)* Pn« (X), 0 ^ i ^ n 

als die zugeordneten Funktionen Pni von x. 

Da die Funktionen Pß® der Differentialgleichung: 

UP (i) r|2p (1) 

(n _i)(n+i+l}Pn® - (2i+2)x^^ + (1 - x^ = o 

genügen, so genügen die Funktionen Pnt der Differentialgleichung: 




P„i 


l)i_ 


(Vl— r 
+ (l-x2)yt 

''dx“ _(Vl-x-)4 

oder nach einer einfachen Umformung: C®) 


= 0 , 


65) [n (n + 1) - y Pm + 


(1-xl 


dx 


^0. 


9 * 



1-^2 


Hb) Die zu^eordneten Funktionen: 


PBi(x) = (Vr- x 2 jip,(i) (X) 

erfüllen die Differentialgieichung: 

In fn — 1 j ^ P • (x) + --- (x) ) 

Infoige der früher für P„(x) gefundenen Formel: 

p rvl= 1 d-^(x^-l)- 

2"II{n) dx" 


66) P MX) - d“+Mx2 -1)- 

bb) - 

Diese Formel gestaltet uns wieder, die Integrale: 


(Pmi(x) Pul(x) dx 


zu berechnen, wenn m und n beliebige positive ganze Zahlen 
sind. Es ist: 


r X -r- X 

i'p -(xtP ■(xtdx=r d“+i(x2-l)» d“+i(x2-l)u 

j nn(-) n,( j X J 2m+n/y(ni) /7{n) dx“+T (E^ + i 


oder, falls m c n, nach (m + i) maliger partieller Integration 


r - 1)“1 d>^— fx2-l)u , 

J 2“-“/?(m)i7(n) dx™+i ^ ^ ^nr+l — J - 


r" (— l)niiz(m 4- i)i7(2m) — l)n 



da: 




= {- 1)! 2m (2m - ]) . . (m - i + l)iJ(m 4 -i), 

Vergleichen wir die so gefundene Formel mit der Formel 51) 
für das Integral: 


rP,„(x)P„(x)dx, 


so folgt: 


6') [Pmi(s) Pni(X)dx ^ 




\Pmi(x) Pui(x)dx = 0, m:d=n, 

tJ 

68 ) 

rPui-(x) dx = ----- 

J ^ ^ 2n + 1 /7(n - i) 

1 - 1 

Zusatz zu Ilb). Die zugeordneten Funktionen Pni(x) 
lassen sich in der Form darstellen: 

TD _ (VI - x2)i d“ + i(x2 - 1)“ 

2“/7(n) dx“+i 

und haben als Folge hiervon die Integraleigenschaften: 
+ 1 

jPmi(x)P„i(x)dx = 0, m#:n, 


rPni2(x)dx= 

J ^ 2 n 4 - 177 ( 0 - 1 ) 



134 


3. Kapitel. 

Die allgemeinen Kugelfiinktionen (p). 


§ 1. 

Man definiert den Ausdruck: 

n 

69) Yn(^', g)} = AnoPuo(/-0-+-2' I AniC0sk/'4- BniSiniy 

1 


in dem die A^q A^i A112 • • • Aiux Bni Ba2 * * * Bjni Beliebige kon- 
stanten sein können, als eine allgemeine Kugelfunktion nter Ord- 
nung von /r und (f. Jede Kugelfunktion nter Ordnung Yn(]W, f) 
enthält somit (2n-4-l) willkürliche Konstanten, und erst eine 
bestimmte Wahl derselben macht Yn(/.i, (p) zu einer völlig be- 
stimmten Funktion von pü und (p. 

Da jedes der DirTi-.-e.;!Ydg!<;ic!Li,.‘g genügt: 


n(n -I- 1) — ; 


r 


1 -- 

erfüllt jeder Ausdruck: 


Pili (ß>) 4- 


dfJi 


n .,2'\ ni (1^) 




die Differential^leichui:^: 


iPni (^) sini^^ 


n (n -f 1) (p 4- 


Cpü 


(1 - 1,^) 


dp 

da 


1 d^P 

— d(p'^ 


^0, 


und da sich Yn(f/-, y) aus Ausdrücken von der Form W additiv 
zusammensetzt, so muss der Differentialgleichung^ genügen: 


70) n(n + l)Ya + 


C[t 


(1 


opb 


Hr : 


-™ d(p^ 


= 0 , 


weiche als die Differentialgleichung der allgemeinen Kugelfiinktionen 
Yn (p, p) bezeichnet wird. 

Wir erhalten den Satz: 

IIL Die allgemeine Kugelfunktion nter Ordnung: 

n 

(p) = AaoPnoC/^) +2^ Pni(iW') {Am COS i^? + Bni siulg)] 

1 
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ffenüst der Differentialgleichung': 


nfn -f- 1) Yu -t- 


C{L 




1 an'n 

1 — C(f- 


: 0 . 


Es sei nun: 


§ 2. 


71] Yjiiß^f (fj = AnoPnöW | Ani COSic/' + Bn'i siil j 

1 

irgend eine allgemeine Kugelfunktion n ter Ordnung, 

ni 

72) (fl , (f ) — 0 Pm 0 +"^1 Pm i ( i COS 1 I sill i (p | 

1 

irgend eine allgemeine Kugelfunktion mter Ordnung von ß und 
Wir suchen das Integral: 

- i -^1 2 t € 

^ i f/nv(i«, y-) Yn(ft, (p) Clftclf/ 

-io 

ZU berechnen. 

Es ist ziinächst{2‘) als eine Folge der Formeln: 

( 2 TT 

^ cosj^ coss^' d^ = 0, 

tj 
0 

2tc 

^ sin j ^ sin s (f d^ = 0, 

tj 

o 

2n 

(• , f27T, j=0, 

\cOS- ®d7-=l 

J ’ l TT, J=t=0, 


2n 

I sin^j cp d(f = n, j 0 , 


13) 


j 


27r 


|"cosj^ sinsg:' dg) = 


:0: 


l 0 
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2,T€ 

7 4) \ (,u, (f) Yn (f) ä(p = '2n Aao ^ilO PilO WP ttl 0 (rt 

0 ni 

“T P«! (i^) P nii I -^11 i ^mi Piii ^mi }'? ^ fl). 

1 


Integriert man nochmals nach ^ zwischen den Grenzen (— 1) 
mid (4-1), so folgt: 

1 ' - 4^1 2n: 

[' I Ya(,«, f/ j «Pj d/w d(p = 0 , m 4 = n, 

Sy' 

-1 0 
-rl 271 

i \^Y„ilJ,f)Hni(l;<p)älläg> 

— 1 0 r n 


'lOj 


2Aiio^nO Bni^ni]|? 


mit Piücksicht auf den Zusatz zu II b). 
Zusatz zu IIL Sind: 


n 

Yii f) = An 0 Pk ö 4-2' Pili { ^ni i ^ + Bni sin i |, 

1 

m 

Hmiß, f)== -^mo Pmo(/^') 4-^Ji Pmi (ß) I COS i sini ^ | 

1 

zwei allgemeine Kugelfunktionen verschiedener Ord- 
nung*, SO ist: 

-4l 27r 


4 

1 0 


Yii(//, (p) (p) d/A dy == 0. 


Sind: 


n 

y) = Ano Piio(,nj 4-2^ Pni {f) {Ani cosif/) 4" Bui sinl^jt 

1 

n 

14 ( F ? fj =-^110 PiioCm ) 4 - 2 ^ Pni ( iW '') {-^ iiiCOSi ^ 4 - ^ niSinig )| 

1 



zwei allgemeine Kugelfunktionen derselben Ordnung^ 
so ist: 


-hl 2n 

I I Yn (f>} Hj, (p, f) dfj. (Icp 


™ 1 o 


2n 

2n+l 



n 


^11 ü 

1 


. /7(n -h i) 

"nin^ 




t 

1 


4. Kapitel. 

Entwickelting von in eine nacli allgemeinen Kugel- 
funktionen von |M, cp fortschreitende Reihe und einige 
Folgerungen dieser Entwickelung. 

§ 1 - 

Es sei, wie früher, resp. (RO^') ein Punkt der Kiigel- 

fläche, (xyz) resp. (ri^iy,) ein variabler Punkt aufserhalb der 
Kugel, y der Winkel der Richtungen (hcp) und (6593,), so dass 
(S. 124 ) für die reciproke Entfernung der beiden Punkte die Ent- 
wickelung gilt; 

1 1 "R \ 11 

76 ) ’ 

wobei : 

77) cos^ = + rvj cos(g) — ^ 1 ), 

wenn man noch: 

I ffc =cosO, V =sinO, 

I == cosöj, Vi = sm6j 

se[zt. 

Es lässt sich nun: 

Pu +VVi COS (cp — cp^)) 

für ganz beliebige Werte von die gar nicht zwischen den 

Grenzen (— 1) und (~hl) zu liegen brauchen, in der Form darstellen: 
n 

h YniPni(f*) Pu i (i^i ) COS 1 

0 

WO die Cui Konstanten vorstellen. 



Wir wollen dies beweisen u.nd zugleich die Konstanten e„i 
zu berechnen suchen. 

Es ist zunächst, da Pn eine ganze rationale Funktion seines 
Argumentes ist: 

P„ -4- vv^ cos (f/ - y'i)) = Fao + cos {(f - ^i) F,u 

+ [vvi COS{<f - 9-1)]^ F„2 H b [»'»'l COS(9- - (fJY F,hi, 

wo Fno Fjii Fn2 • • » Fun gatize rationale Fünktioiien von ^ und 
vorstelleii. Da ferner für jedes beliebige ganze 


cos® {(f — fl) = otq cos m {f - fl) + €€.2 cos (m — 2) {f — fi) , 


wo cfg ... gewisse Zahlenfaktoren vorstellen, und alle geraden 
Potenzen von p und Pi ganze rationale Funktionen von ^ resp. 

sind, können wir die obige Formel auch so schreiben: 

Pli (pPi COS(f/' — fl)) = fno 4 - fai COS{f — f^) 

-r fü2 COS2(V/ ~ fl) h fnn COS n (V/* — fi), 

oder : 


11 

79) PtL{p-iJi 4- cos(f — ffi))==2' fiii^'^Fcosi((j) — fi), 

U 


wo die fni ganze rationale Funktionen von ^ und fjji sind, die 
überdies in bezug auf und ^ii symmetrisch sein müssen. 

Zur Berechnung der fni bedenken wir, dass für ganz be- 
liebige X die Funktion Pn(x) der Differentialgleichung genügt: 


80) n (n + 1) P, (X) - 2x + (1_- x^) ^41 ^ o, 


und als eine Folge hiervon ergiebt sich die Identität: 


81 ) 13(11 •+- l)Pn(iaiUj -1- pyiCOs{f— fi)) 

dF^ 4 " PPI cos(f - 


0 




Cp‘ 


1 S2P„(^,jUj+VViCOS(c/. 

^T-ft.2 ■“ 0^2 =0, 

denn diese Gleichung geht durch eine einfache Umformung (“®) in 

die folgende über: 



~ loU — 

n (n -r 1) Pn cos (jf - cfj ) ) 

— 2 fii-T-pi’iCOSicf' — 9 ”^)^ Pj,' cos((f-~(fj)) 

4 - [l - -f Fl/j cos O - ^-1 )) 2 ] 1^1 cos (9) - f^i)) = 0 , 

die nach 80 ) identisch erfüllt ist. 

Setzen wir in die Gleichung 81) den Wert 79) von 

Pn 4 - vv^ cos {(f — 

ein^ so folgt: 

2 i »'i ‘ cos (9 - ^ J ) |n (n + 1 ) vi f„ i + - V ^ f »-i 4 i ) j - i2 vi - 2 f„ i j = 0, 

und hieraus einzeln: 

82) n (n + 1 ) f„i 4 - (,,i . ) _ p f_^. = o. 

Diese Gleichung geht durch eine einfache Umformung {''^^) in 
die folgende über: 

&o) (n — i) (n 4- i 4- 1) fai — (2i 4 - 2) ,a 4- (1 — ~ 

Nach Zusatz zu lla) muss hiernach fni von der Form sein: 
84) fai = Gni 

wo Gni von ^ unabhängig ist, oder, da fni in bezug auf ^ und 
Pi symmetrisch ist: 

85) fni = CaiPn^^Mi^)Pn^ni^lX 

WO die Gni Konstanten vorstellen. 

Wir erhalten aus 79) und 85) die Formel: 

86) Pn (/i-i/i + V j/j cos (tp - y-i)) 

n 

= ‘ ''i* ‘ ~ 9^1)’ 


87) Pn(.«Pi4-VViCOs((p-95l)) = 2l Cai Pai (fi) P„i (fl.^)COs[ (<p - cp^), 

U 
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wo die C„| Zahlenfaktoren sind, die wir nuiimelir berechnen 
iToIlenj die Formel 87) gilt für ganz beliebige Werte von und ^1.3. 
Wir setzen: 

= /bl 

und: 


dann folgt aus 87): 

n 

Pn,V--(l-;^^)cos(y-y,)j (- 1)= C„i P„i^(^.)c03i (9 - Cf,). 

ü 


■^\ ir dividieren durch /t-'“ und lassen /j, unendlich wachsen 

dann wird: ^ 


?S) lim ^°h»--(l-.t'--)cos(y- y,)| 


1 1 

= Ihn^U-l)* 


~cosi(5p-yj). 


S9) 


Nun ist (man vergl. Formel 43)): 

liui ^’*i'«^-(l-,«-)cosf(/)-y.,)]^ E(2n) 

<1=00 ’ 2" I /i{n)|-'- 


n(2n)_ 
;2“[/Z(n)]^J 


'h V,,,, 


\ Y - i) ^(n + 0 ‘ j 


da: (ä^) 

90) [l-l-cos(f/! — y,)]“ 


- ^(2n ) f, T-sp. [^(n)]^ 

2->[/Z(n)]^ U + -JI(nYWnY ~ ^i) 

Andererseits ist (man vergleiche Formel 55)): 


lim Mbl: 

u = oo fl-'^ ■ 


lim 


(_iw(Pn®w)n 




11(2 11) 


2“J7(n)/Z(n-i) 


91 ) 
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machen wir die Substitutionen S9) und 91) in S 8 ), so folgt, wenn 
wir den gemeinsamen Faktor: 


fortlassen: 


• 2 ^ 77 (n) 



9 ’^, [/7(n)]- 

77(n — i] /7(n 4- i) 


cosif^ - ^i) 


_V'-r cosi(>-jp,) 


and hieraus einzeln: 


f fl — F 

Ir _ o ~ ’) 


i =1= 0. 


Damit haben wir die Koefficienten Cni in der Formel 87) 
berechnet und können nun die Formeln 76), 77), 87), 93) in dem 
folgenden Satze zusammenfassen: 

IVa) Bezeichnet y den Winkel zweier Richtungen 
( 6 ^) und so besteht die Formel: 


n 

94) Pu (cos?') C'ü PniO') Piii(,«l) COS i(^ — ^i), 

u 


und die reciproke Entfernung eines Punktes (Rbcp) der 
Kiigelfläche (R) von einem äusseren Punkte (^ 61 ^ 1 ) lässt 
sich in der Form darstellen: 



7 fl“S ( r F“® ‘ 

^00 ^ 


Dabei ist: 


und : 


= C0S6, 

[i'i = cos Oj 


CilO 

C,i 


O Hin - i) 
" nin + \y 


i =1= 0 


zu setzen. 
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Zusatz 1 zu IVa). Ist (rjOj^i) ein Punkt innerhalb 
der Kugel (R), so lautet die Formel 95): 

^ 11 »" .j. 

96) - = P'" cosi(r/i - (ri < R). 

ü 0 

Zusatz 2 zu, I7a). Die Formeln 94), 95 ), 96) lassen 
sich in der Form schreiben: 

97) Pa (cos;-) = Yn (fl, (p), 

98) 


99) -) = aS“ Yu (/»- 9 ) ( a) - (fl < R); 


dabei ist Yn(/i, eine allgemeine Kugelfunktion n ter 
Ordnung von ^ und cp: 

n 

100) Yß (^, ^) = AnoPnoCi«') -1-2' Pni i^) { Aju COS i ^ -f- Bßi siui^ 

1 

in der: 

-^110 “ P uö(^*'l)j 

101 ) GQÜfp^, 

^ (nTl) P“ i (i“i ) sin 1 5 Pi 

zu setzen ist. 

Zusatz 3 zu IVa). Bezeichnet man mit v die innere 
Normale der Kugel im Punkte msp- (Rö^), mit r die 
Enifernung und Richtung von (^tj'Q) nach einem äufseren 
Punkte (riOi^i), so ist: 


cosfrv) 


r 1 

~ “"eR ^ — 1 ^ 2 “ ¥) 


^R\u~i 


, (R < rj. 


Bezeichnet r die Entfernung und Richtung von (§170 
nach einem inneren Punkte (^ 1 ^ 9 ) 1 ), so ist: 



— 14 :-^^ 


103 ) 


cos (rp) 

r- 


1 
c -- 

r 

'£R^ 


0 


l)Yn(>, f ) 


rJ 


(r,cR). 


In beiden Fällen sind die durch die Form ein- 

100 ). 101) definiert. 

Die Formeln 98) bis 103) lösen die Aufgabe, die Ausdrücke: 


1 

r 


und 


cos(rj^) 


in Reihen zu. entwickeln, welche nach allgemeinen Kugel funktionen 
Yon ff, f forlschreiten. 


§ 2. 

Die aus dem Zusatz 2 zu IVa) hervorgehende Eigenschaft 
von Pn(cosr) als einer allgemeinen Kugelfunktion Yn(f^, r/*) liefert 
uns in Verbindung mit dem Zusatz zu III eine wichtige Formel 
für das Integral: 

2t€ 4-1 

i JPu (cos/) i/m («,?') 
o" -'i 

in dem (f) irgend eine allgemeine Kugelfunklion mter Ord- 

nung von ju-, (j.< ist. 

Es folgt zunächst: 

2n +1 

104) j jPn(co3r)//m(^'', tp)diitd^p = 0, m 4= n, 

0 —1 

falls die Ordnungen m und n der Funktionen Hm und Pn(cos>'> 
verschieden sind. Andererseits folgt, -wenn die Ordnung der 
beiden Funktionen dieselbe ist, also für eine Funktion: 

n 

105) H„(ft, = + sini^l 

1 


die Formel: 
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27r -i-1 

106) f fp n (cos;') (f) d/id(p 

e.' 

0—1 ^ 

^ 2 n +T I 7?|t7— i) + Bui'^’iu]| , 

wobei für die 

■^11 0 -Äu 1 . . . Ami Bm • • • Büii 

•die Werte 101) einzusetzen sind. Thun wir dies, so lautet 106): 

27r -i-1 

i-i r» 

I I Pn (cos ^) ATri (,«■, ^p) d,« dcf 

1.' f./ 

0—1 

_ 47r ( , ” ) 

“9nT_ 1 iiü(;«’i) + 2 j‘ l-^niCosif/i+ÄiiiSini^iH 

■ ' i 1 j 

'Oder: 

27r -f-1 

107) j jp„(cosy)fl'„(^,,f/)d;/,d 9 > = ^^|-7y„(^j,y^). 

0-1 

IV b) Versteht man untere den Winkel zweier Rich- 
tungen*) und (itti, 93 ,) und unter (i», ^) irgend eine 

■allgemeine Kugelfunktion mter Ordnung von fi und cp, 

SO J3estelien die Formeln: 

Oft -f- 1 

I I Pn (cos;^) (^, dfjbdtp = 0, m 4 = n, 

o 

2717+1 

J j P„ (cos/) (fl, 5P) d,* dcp = H, (fl, , cp, ). 

0—1 

') Diese abgekürate Schreibweise dürfte wohl keinen Zweifel zulassen. 
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Dieses Resultat gestattet uns bereits, in besonderen Fällen 
■die Integrale; 

v=r— 

} r 

(R) 

W = (z^^d« 
r-“ 

(R) 

ZU berechnen, nämlich, falls H oder sich als Kiigelfunktionen 
darstellen. Sei zunächst: 

108) 

dann wird (nach 11}): 

2n TT 

V = ( [ R- //xn (-W., (f ) sin 6 dt) dr/, 

0 0 

oder, da sich die symbolische Formel 11) auch so schreiben lässt: 

27T 4-1 

109) = f fR4 

e tJ eJ 

(R) 0 - 1 

auch : 

„ 0 ) v_f (4^.21 dH?. 

0—1 

Setzt man hierin für - den Wert: 

r 

1 1 ^ Ti / \ /r> \ 

7 = 172 ^( 17 ] (RcrO 

^ein, so erhält man für äufsere Punkte 



10 


IvorB, Potentialtlieorie. 
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oder nach IVb): 

TT 4orR 

111) > (p^<i‘i); 

für innere Punkte (ri^i^i) ist in 110): 



einziisetzen, und es wird: 


2n: 4- 1 

V = ^ I R (fl, <p)^ n Pa (COS r) (4 ) dfi dy, 


e .' t/ 

0—1 


oder nach IVb): 


112) V = ^ 


471 R 


Hm (Fi.^Pi) 


r, Y’ 

r; 


\h^ 

r 


im + l 

Zusatz 1 zu IVb). Das Flächenpotential 

.'i 

V = (. 

(Rl 

einer Kugelfläche (R) hat im besonderen, wenn sich H 
als eine allgemeine Kugelfunktion beliebiger Ordnung: 

H= (fl, 9>) 

darstellt, die Werte: 


V. 


djT R r R ^ 

= 2TY1 ^^4 rTy äufsere Punkte (riOj^Pi), 


Vi. 


47rR 


für innere Punkte 


Es sei nun in dem Integrale W: 

113) 

dann wird (nach 109): 

27r -f-1 

1 14) W = j Ifa, (fl, <p) dy. 

o -1 
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:etzt man hierin für — 4 ^ den Wert: 


cos (r»-] _ r 
1'3 “ oR 


1 Ä 


(cos/), (Rcrj), 


SG erhält man für äiifsere Punkte (rjOif/i): 

27r 4-1 ^ 

W = -j ^H^({i,(p)'^n n (|-j”^'p„(eo3r) c\a dy, 


0 -1 

oder nach IVb): 


llo) W = — cp^) I j , (Pi c F]). 


Für innere Punkte (ri^i^-x) ist in 114 ): 

.1 

cos (rj^) _ 




r- 


einzusetzen, und es wird: 
27 ü 4- 1 


0 —1 
oder nach IVb): 


w = ( (äin (ft, 95) 2 » (n + 1) ( 

{) ^ ^ 


116) w = +4u ^44 yi) ( ‘4 ) < R)- 


Zusatz 2 zu IVb). Das Flächenintegral: 

f cos (rv) , 

W = U 5—^ dcö 

(R) 

einer Kugelfläche (R) hat im besonderen, wenn sich x 
als eine allgemeine Kugelfunktion beliebiger Ordnung: 

x = frn(ft, q>) 


10-5= 


darstellt, die Werte: 
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= ^/'i)(— J für äiifsere Punkte (1401^1) 

Wi = 47r2^™-^ffn(^(i,yi)|-^j für innere Punkte ir^djcp^). 

Ganz besonders einfache Werte erhalten V und W, wenn H und 
z sich auf Kugelfunktionen nullter Ordnung, also auf Konstanten: 

117J ( ^ = -^0’ 

reduzieren. In diesem Falle wird: 


118) 

119) 



in W 




[ Vi =47rRfro; 
( a = 0, 
l Wi = 4nrxj. 


Die Formeln 119) waren bereits nach Satz lila) und III b) 
des ersten Teiles zu erwarten. 


II. Absclmitt. 

Über die allgemeine Eutwickeliriie' von Fniiktioiien 
der Stelle auf der delie in Reihen, die nach 

allgemeinen Siigelfirüktlonen fortschreiteii. 


1. Kapitel. 
Zwei Hilfssätze. 


§ 1 . 

Es seien F(x) und Ö)(x) zwei Funktionen von x, die im Intervall 


Xi < X < Xj 

abteiiungsweise Stetig sind, und man wisse von der Funktion F(x), dass 

~i fortdauernd 

^ ^ wächst oder fort- 

dauernd abnimmt. 
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Wir teilen das InterTall x^Xo in n Teile: 

Xi Ri : Ej a2 : . • . ; Qu ~ i ^2 , 

lind zwar mögen die Trennungspunkte von Strecken, auf denen F und 
stetig sind, zu ileii Teilpuiikten aj ... a^__j geliöron, bj bo - . . ba seien 
irgend welche Punkte dieser n Teilintervalle, dann ist nach seiner 
Definition : 

120) F(x) <Z)(x) dx = lim Vj F(bi) ©(bj) (aj - a, _0, 

J 11 = 00 

Xj ^ 

wenn wir noch: 

ao = Xi: an = X2 

setzen. 

Die Formel 120) können wir auch so schreiben :(^-) 




oder auch so: 


r* ,.5 /5 

121) I F(x) ©(x) dx = lim ^^^(bj) l <P(x) dx — | ®(x) dx . 


Nun ist: 


r r" “ r 

lim Vj F(bj) i 0(x) dx = F(xi) l Ö>dx — lim ^(bj) l Ö)(x) dx, 

u = co'^ J ' ' J n = oo'^ J 

aj ^ aj ■ 

X2 X2 

= F(xi) ( ©dx— lim^jrCbj-i) (©(x)dx, 


wenn wir noch; 


bo = Xi 

setzen. Die Gleichung 121) geht so in die folgende über: 

X2 X2 

122) f[F(x)-F(Xi)] ©(x)dx = lim Vj [F(bj) - F(bj_i)] ( ©(x) dx. 

J n=co ^ J 
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Wir bedenken nun, dass F %"on bis X 2 entweder fortclaiieriid 
wächst oder von bis Xg fortdauernd abnimmt, so dass in 
beiden Fällen alle: 

F(bj)-F(bj_i) 

dasselbe Vorzeichen haben. Es wird somit nach 122) :p^) 

n 

1-23) [F(x) - F (X, )] ©(X) dx = M . lim [F(bj) - F{bj _ ,)], 

n = CO 

Xl 

wenn M einen Mittelwert der Integrale: 

|"©(x)dx, j = l, 2...n 

Sj-l 

vorstellt und als solcher von der Form sein miiss:(‘^'^) 

Xo 

124) M=f'©(x)dx, 

Q 

Die Formel 123) erhält so die Gestalt: 


J[F(x) - F(x,)] ©(X) dx = [F(xo) - F(Xi)] f ©(x) dx, (x^ p ^ x^) 

X. 

1 

oder: 


^2 Xq 

j F(x) ©(x) dx = F(x2)J©(x) dx + F(xi) 

X2 X2 ""j 

J©(x)dx-^©(x) dx , 

Xj 0 1 

oder schliefsllch: 

-Xi Q 

X2 0 

r* 

^2 

12o) p(x) ©(x) dx = F{xi) j ©(x) dx + F(x,) ©(x)dx, 

Xi 

e.' 



Hilfssatz 1. (Mittelwertsatz von Du Bois-Reym oiicl ). 
Bezeiclinen F (x) und <2> (x) zwei Funktionen von x, 
die in dem Intervalle 


al3teilLing3weise eindeutig und stetig sind, und wissen 
wir ferner, dass die Funktion F von X| bis Xo entweder 
fortdauernd wächst oder fortdauernd abnimmt, so gilt 
die Formel: 

X2 Q '^2 

(f (x) Ö> (x) dx = F (xi) (ö) (x) dx + F (xs) f O (x) dx, 

X, Xi" Q 

wo Q einen zwischen Xi und Xo liegenden Wert von x 
vorstellt. 


Wir hatten früher die Formel erhalten (Formeln 87), 93)): 


126) Pn (/a-Fi + VI - W — Ih.- COS^p) = PnCft) Pa(i«i) 

"v/7(n-j), 


-2i 2P„j(M) Pnj(,«l) COSj^, 


wenn wir nur in der früheren Untersuchung tpi == 0 setzen, und 
zwar haben wir diese Formel für ganz beliebige Werte von 
und abgeleitet. 

Wir integrieren diese Formel nach cp zwischen den Grenzen 
0 und 2 TT, dann folgt: 

%n: 

I Pn (p fii + V 1 — y I — cos^') d^ = 2 TT Pn (fi) Pn (f^i) ; 

0 

wir dividieren noch durch und lassen unendlich wachsen, 
dann ergiebt sich, da: 
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jirn 1 1 — |Ct- y i — cosg) 


Z'i" 


nC2n) 


9n j'j7(n)]2 (/“ + i VI — cosf/i)“, *) 


Um M“l)_ ^(2n)_ 

a, = == ,«.i“ 2'‘[^(n)j^’ 


aus der letzten Formel: 


ZTt 


fi 

^ 0 + i VI - ,u" cosf/)« cl^ = 271 P„ (^,), 


oder: 




127j P^(,«)= 1 o 


2 TT, 
0 


■ jU-“ C03^)“ 


Da niin der reelle Teil von 


(p, ± i Vl — jii® cos ^)“ 
seinem absoluten Werte nach 


so folgt: 


< [\[l^ + (1 - fl‘^) COS^cp (- 1 < < + 1), 


= 1 r 


:n 




^ liiei- die imaginäre Einheit. 

U-t Formel eignet sich in vielen Fällen zu sehr einfachen Ab- 

leiruiigen der Eigenscliaften dex* Funktionen P fyl TTm a; ■« • • i 
führen: Es folgt ans 127) ohne weftl ^ 


also auch : 
oder : 


folgt aus 127) ohne weiteres: 

Fn(-l)=(-l)"P„(l) 


Formeln, die man natürlich auch aus den früher 

kann. 


Fu(-1) = (-1)“. 

üheren Untersuchungen ableiten 



oder auch, da das nach (p zu nehmende Integrai für alle 4 Qua- 
dranten gleich ist: 

rt 

129) abs, FJß) ”•<: cos"f 

o 

(- 1 ^ < -f- 1). 

jT 

Wir teilen das Iiitegrationsintervall o bis in zwei Teile: 
von 0 bis 8 (e ::|= 0), 
und von £ bis 

dann ist im ersten Intervall: 


im zweiten: 


cos - 9 <; 1 5 


COS^ cp <Z COS“ 


und es folgt aus 129): 

€ 

abs, Pn J + (1 — ft")) 

0 


TU 

T 


9 

_i.ni 

TU 


j (\>^ -1- (1 




oder : 

130) abs. Pn(ft)< — 

TU TU \ Ja / 


Da nun, wie klein wir auch s machen mögen, 

^3 + (1 _ ^ 2 ) C05-S < 1 , < 1 ), 

so folgt aus 130), dass wir durch Vergröfserung von n und Ver- 
kleinerung von £ PnCO unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad 
herabdrücken können, wenn nur wirklich kleiner als 1 ist, im 
übrigen aber beliebig nahe an diese obere Grenze heranrücken darf. 



Flilfssatz 2. Die Funktion 

Dü (ß) 

kann durch Vergröfserung von n unter jeden Kleinheits- 
gracl herabgedrückt werden, falls nur /j in strenger 
Weise der Ungleichung genügt: 

ß- < u 

wobei es aber seiner oberen Grenze (+1) und seiner 
unteren Grenze (—1) beliebig nahe rücken darf. 


2. Kapitel. 

Die Laplacesche Entwickelung nach allgemeinen 
Kugelfunktionen. 

§ 1- 

Wenn wir wissen, dass sich eine Funktion auf der Kugel- 
fläche : 

f (0, (f ) 

in der Form darstellen lässt: 


131) f(fM/) = 2ifüC«,r/), 

ü 

WO die allgemeine Kugelfunkiionen von vorstellen 

lind eine konvergente Reihe bilden, so gestattet uns der Satz IVb), 
die f) bestimmte Integrale darzustellen. 

Es sei nämlich (p^) irgend ein Punkt der Kugelfläclio 

und r der Winkel, den die Richtungen cp) und {pi, cpi) ein- 
schliefsen, so dass: 

1 32) cos r = + V 1 — V 1 — cos (cp — 9:1) ; 

wir multiplizieren die Gleichung 131) mit 

Pin (cos/) df/, m = 0, 2 . . . 

und integrieren nach pb zwischen den Grenzen (— 1) und (4- 1) 
und nach cp zwischen den Grenzen o und wobei wir von 
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vornlierein aiinelimeii wollen, dass f(6, f) auf der Kugelfläciie 
abteilungsweise eindeutig und stetig istj dann folgt mit Hilfe toü I\ b) : 


133) 


27r -4-1 

[ I f( 6 , <p) Pm (cosr) dftdy = 

e-' €,' 

0 —1 

m = 0, 1, 2 ... 


Man kann somit 131) auch so schreiben: 


2 tt 4-1 

134) f{6i, fl) = 2“ f 

^ "" 0 -4 

oder auch: 

2jt 4- 1 ^ 

135) f(fJi, fl) = 4“ f i K'h f) 2 “ (“” + 4 Pn {cos /) d.udf . 
o -1 <J 

Diese Entwickelung, welche als die Laplacesche Entwickelung 
nach allgemeinen Kugelfunktionen bezeichnet wird, hatte zur 
Voraussetzung, dass die Integrale: 


27r 4-1 

I l’f (0, f ) (cos r) All df 

o -1 

eine konvergente Pieihe bilden, und es erhebt sich die Frage, ob 
diese Bedingung nicht für jede Funktion f(0, y), welche auf der 
Kugelfläche abteilungsweise eindeutig und stetig ist, von selbst 
erfüllt ist, so dass die Entwickelung 13o) nach allgenieinen 
Kugelfunktionen (^■^) allgemeine Gültigkeit hat. 

Dies soll im Folgenden näher untersucht werden. 


§ 2. 

Wir wollen Zusehen, ob die Summe: 

2^ +1 n 

136) = j f (ö, f) 2' + 4 Pj (cosy) cVdf 
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äineni bestiEimten Grenzwert mit wachsendem n zustrebt, und,, 
wenn dies der Fall ist, diesen Grenzwert berechnen. 

Wir führen zunächst ein neues jvoordinatensystem (x'y'z') 
ein, indem wir die positive x' Axe vom Centrum der Kugel nach 
dem Punkte (ßj (pi) liinlaufen lassen. Die Polarkoordinaten eines 
Punktes (ßq) seien in dem neuen System q(f\ dann wird: 

137) cos f((i, (f) = F(^/, q>) 

und : 

Ja = — I i q') (2j + !■) Pj (q) dqdcp'. 

'o~\ ^ 

Nun ist nach Zusatz 2 zu Jla): 

n 

(2j -T- 1) Pj(ft' ) = Pa (ff,') + P'a + i (jU/'), 

Ü 

somit: 

1 59) Jn = + 1 , 

Y/0 : 

2n: -fl 

14Ö a) A j J F (p', f’) P,' (^') dl,' dg,', 

0 —1 
27T f-1 

140b) UUi = ~ j J F g,') P'„ dg)'. 

0 — i 

§ 3 . 

Wir wollen zunächst von der Funktion f nicht blofs annehmen, 
dass sie auf der ganzen Kugelfläche eindeutig und stetig isf 
sondern auch, dass sie auf jedem Hauptkreise abteilungsweise 
monoton ist, d. h. sie auf jedem Hauptkreise eine endliche Anzahl 
Maxima und Minima besitzt. 

Wir können dann für jeden Meridian cp' das Integral : 

+ 1 

141) Jn = I" F ([l', <f') p„' {fl') d^' 

— i 

in folgender Weise umformen: 



Wir zerlegen das Intervali (— Ij bis (-r 1) in eine encllidie 
Anzahl (X-f2j Teiliiitervalle: 

— 1 bis — 1 -f- 

— 1 -4- c „ , 

3-1 r ^2 

a X — 1 *7 1 ^ ? 

1-^7. 1 , 

SO, dass in jedem Teilint er valle F fortdauernd wachsend oder 
fortclaiiernd abnehmend ist, dann folgt: 

- 1 -f- 6 

Ju=fF(,u',9:0 P,' Ca')cV 
-1 
1 

1 — s 

N 

^ Al 

■wenn wdr noch: 

üq == — 1 e , ax = 1 — ^ 

setzen. 

Auf jedes der Integrale rechts können wir den Flilfssatz 1 
anwenden, und wir erhalten: 

.J„=F(-l,f//)[P„(eo)-Pn(-l)] + F(-l+e,9=')[Pn(-l+*)-Pu(eo)] 

_t_F (1— e, ^'')[Pn(^N+l) — Pii(l — "+■ F (h9^0 [Pn(l) — PnC^N-f l)] 

N 

[F{aj^i,90[Pn(oN)-P.(aj-i)] + F(aj,9:/) [Pn(aj)-Pnfe)]^ 

1 



wobei: 



— 1 < -=c 1 + 

— 1 <c aj , 

Q2 S-O ? 


ax-i<:^x < 1“£, 

1 — £ C Ox-f-l ■< 1 

Da man nach dem Hilfssatz 2 jedes Pn in allen Intervallen^ 
mit Aiisiialime des ersten und letzten unter jeden beliebigen 
Kleinlieitsgrad durch Vergröfserung von n herabdrücken kann,, 
wie klein man im übrigen s wählen mag, so können wir die- 
Formel für Jn auch so schreiben. 

J, == F (1, <f ') P, (1) + [F (1 - a, 9^0 ~ F (1, ^0] Pn (eN + i) 

^ F (- 1 , 9^0 Pn (-~1)+[F (^1, 99 ') - F(-~ l+a,99')]Pn(eo> 

-f ^s,ii j 

WO durch Vergröfserung von n unter jeden beliebigen Kleinheits-- 
grad lierabgedrückt werden kann, wie klein man im übrigen auch a 
wählen mag. 

Bedenkt man noch, dass: 

abs. Pu( 5 N+i)^l, 
abs. Piifeo) ^1, 

ferner wmgen der Stetigkeit von F die Differenzen: 

F(1-£, cp^)-F(h 9 ') 

und : 

F(-™1, 9)')-F(-~~1 + £, 90 

durch Verkleinerung von a unter jeden Kleinheitsgrad lierab- 
gedrückt werden können, dass schliefslich : 

Pn(l) = l, 

P,(-l) = (-!)“,*) 

e5}F(l,95') = f(6i, 9i), 

P(- <P') = - 'h, ^ + <f\\ 



Man vgl. Aiim. 2, S. 152. 





äo folgt aus 143] : 

144] Ja = fffji, g,) + (- 1)“ ({n - Ol, n: 4- (fi) 4- 

wo durch V:-rk’ s von s und nachher durch genügende 
VwcTlfserung von n unter jeden Kleinheitsgrad '.e.c,:W;r'’:’r:'h' 
werden kann. Es wird weiter: 

145) f/>„-^(.Jady/ = ^[f(6i, f/,)4-(-i;pf(rr-0i, fr4-(f,)]-i-De,u. 

0 

wo Ds^n durch Verkleinerung von s und nachher durch 
Vergröfserung von n unter Jeden Kieinheitsgrad herabgedrückt 
werden kann. Es ist analog: 

146) y>a4i = -| [f(6H 7r + ?i)] + Ds,„ + i, 

und somit: 

147) ^n = f(6i, 9^l) + Dn, 

wo Dii durch genügende Vergröfserung von n unter jeden Klein- 
heitsgrad herabgedrückt werden kann. Die Formel 147) liefert 
uns das R.esultat: 

148) lim 2k = f(Öx, fl), 

11 =co 

das wir in folgender Weise aussprechen können: 

Va) Die Laplacesche Entwickelung: 

2n: +1 

1 r r ^ 

f (Oj, y,) = w ^ ^ f{e, ^,)2“ (2d + 1 ) Pn (cosö cosOi 

4- sinfJ sinfJi cos(^p - ^i)) dft dy, = 2 ^J 

gilt für jede Funktion f{b, f), welche auf der Kugelfläche 
überall eindeutig und stetig und auf jedem Hauptkreise 
abteilungsweise monoton ist. 

Aus den Formeln 139), 140) folgt durch eine der Unter- 
suchung dieses Paragraphen analoge (®®) Betrachtung der 

Zusatz zu Va). Die Bedingung der Monotonität kann 
in Va) fortfallen, falls alle ersten Ableitungen von f 
nach '^ 5 ? endlich sind. 
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§ 

Das vorstelieude Eesoltat lässt sieh ohne Schwierigkeit auf den Fall 
ausrielmeii, dass die Funktion auf der Kugelfläche nur abteiiiiügs- 

weise stetig ist, wenn nur die Voraussetzung eriiOIt bleibt, dass sie auf 
jedem Hauptkreise abteilungsweise monoton ist. Der Beweis des § 3 bleibt 
unverändert bis einschliefslich der Foimiel 143), wenn wir nur die Intervalle 
<jj — 1 wählen, dass in denselben die Funktion 

eindeutig und stetig ist. 

Es folgt mm aus 143); 

271 277 2n 

ob 0 

271 

“ ^7 ^') ~F(], ^yP')] 

d 

271 

~^4n\ [F(— 1, ff') _ F(— 1 + f, r;/)) 

t 
0 

^e, u ’ 

WO ^2 durch genügende Vergröfserung von n unter jeden Kleinlieitsgrad 
iierabgedrüekt 'werden kann, wie klein man auch € machen mag. 

Die Integrale 

271 

f[F(l - «, ,,•) - P(h .p’)] dv' 

ö 

und : 

271 

J [F (- 1, 9-/) - F (- 1 + f, y/)] (po) dy' 

ö 

können, da 

ai5s.p.a?N+i)<i. 

at>s-Pa(?o) 

ist, durch \ eipeinerung von f auch dann unter jeden Kleinlieitsgrad herab- 

gedruckt werden, wenn die Punkte 



u und ^' = — 1 
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auf Tremiuri,eskurven von Flüclienteilen Herren, auf denen F eindeiitis: und 


stetig ist. Denn liegt z. B. der 
Punkt N': 

= 4- 1 

auf einer oder l solcher Trennungs- 
kiirveii c7^ cTg ... c7| ... die den 
Breitenkreis 

u —I & 

in den Punkten 1, 2, ... j... 
schneiden mögen, so kann man 
zunächst durch jo zwei Meridiane 

r/4-dj lind 

aus dem genannten Breitenkreise 
die A Strecken 

j — clj bis j -f- dj 



aiisschneiden, und es wird bei Ausschluss derselben die Funktion: 


auf . dem Breitenkreis : 




eindeutig und stetig sein und sich durch Verkleinerung von € unter jeden 
Kleinheitsgrad herabdrücken lassen. Andererseits ist jedes: 

abs. ^[F (1 — F (1^ 9’')] ^ 4crj abs. Max. (F) 



und durch Verkleinerung von dj (das wdr bei genügender Verkleinerung 
von € beliebig klein machen können) unter jeden Kleinheitsgrad herab- 
drückbar. Es ist somit in jedem Falle: 


27t 

9) ” F(l, ^')] 

t 

0 


durch Verkleinerung von i unter jeden Kleinheitsgrad iierabdrückbar; 
■Gleiches folgt analog für; 

27t 

I [F (- 1, ?>’) — F (- 1 + f, 9 ')] PnOo) dy, 

t' 

0 


*) l ist dabei eine endliche Zahl. 
Koni, Potentialtlieorie. 


11 



vIj 
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und es ergiebt sich aus 14b): 

2 rr '2 7t 

150) I F(l, f ) ärf ' + (— 1)'* I F{- 1, '/■') <3?'' -i- De, nt 

d 


anaioff : 


2 :7 2 rr 

^51) ^ j F(i, ?■) d.// H- (- 1)"-^ j F (- 1, r-) d>r' ■ 


-D. 


11 -f- 1 


WO Dj und Dg GrÖfsen vorsteilen, die durch Verkleinerung von & 
imd nachher durch genügende Vergrofserung von n unter jeden Kleinlieits- 
grad herabgedrückt werden können. 

Es folgt weiter: 

2rr 

r* 

152) 1 = -2^) F (1, f’) d?' + D„ , 

0 

W'O wieder durch genügende Vergrofserung von n unter jeden Kleinheits- 
gracl herabgedrückt werden kann. Die Formel 152) liefert uns das Eesultat:: 

153) lim \ 

11—00 

Ist f in dem Punkte (f^) stetig, so folgt hieraus, wie früher: 

lim == f(f)„ 

11 = 00 



liegt dagegen der Punkt (bj gj) auf einer oder mehreren der Trennungs- 
kurven von Oberflächenteilen, auf denen f stetig ist, so sagt uns die 
Forme! 153) aus, dass sich die Eeihe mit wachsendem n einem Grenz- 
wert nähert, welcher sich als das arithmetische Mittel der Werte von f auf 
einem unendlich kleinen den Punkt (6j gj) umschliefsenden Kreise darstellt. 

Vb) Die Laplacesche Entwickelung: 


2^- -f- 1 

t’Os, T!) = A(' ffO. 

'o-i 

-b 1 i — Pl — a,- eos('jr' — fi)j djU df, 


0 <: Oj < TT, \ 
0 < r/ij < 2 71/ 


ilt für jede Funktion f(b^ f), welche auf der Kugelfläche ab- 
siliingsweise eindeutig und stetig und auf jedem Hauptkreise 
abteilungsw’eise monoton ist, falls derPnnkt (6i g'j) nicht gerade 



iiiif einer Trennuiigskurve von ^^berfläclienteil en liegt^ auf 
tleiieii f eindeutig und stetig ist. In diesem Ansnahniefaii stellt 
die Reihe rechts das arithmetische Mittel der Werte von f auf 
eiiieni den Punkt <f-j umseliliefsenden onein'llieli kleinen 
Kreise dar. 


Es ist für unsere späteren Untersuchungen von Wichtigkeit, dass man 
für die Laplacesche Entwickelung der Funktion f etwas andere Bedingungen 
vorsclireiben kann, als die im Satze Ya) und Yb) zu Grunde gelegten. 

Y^ir wollen von der Funktion f, die wir als eine Funktion der Stelle 
(i'Ä/f) auf der Kugelfläclie auffassen, voraiissetzen, dass sie auf derselben 
abteilungsweise eindeutig und stetig ist, dass ferner ihre ersten Ableitungen 
endlich sind, solange man sich in endlicher Entfernung von den Trenniings- 
kurven der Oberflächenteile hält, auf denen f eindeutig und stetig ist, und 
dass schliefslich bei genügender Annäherung an diese Trennongskiirven 
die Gleichiingeii bestehen: 


lo4) 


? = 4 (?), 

O v™ = ^o(o), 

ön 

cf . . 


wo o die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes (i^C) von jenen 
Trennungskurven vorstellt und Ji(^) J 2 (^) Gröfsen, die durch Yer- 

kleinerung von g unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können.*) 
Die Umformung des § 2 wird nach wie vor richtig sein, wenn wir 
noch zur 'Wahrimg vollkommener Strenge sehr kleine die Trennungskurven 
umseliliefsenden Flächenstücke von der Integration aiisscliliefsen ; wir können 
dieselben aber so klein machen, dass bei beliebig grofsem n die über diese 
Flächenstücke zu erstreckenden Integrale: 


n 

\ (eos}') da) 

- 0 

unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 

War können nun, indem wir im folgenden stets stillschweigend die- 
genannten kleinen Flächenstücke von der Integration ausschliefseii, die 
Gleichung 140a) für folgendermafsen schreiben: 


*) Und zwar von der Art, dass bei genügend kleinern g jede derselben 
<: A“0^~^', Icl, wo A eine endliche Konstante vorstellt. 

11 * 
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2 t 2 t 

= Tt i f (“ ^'^•' 

0 0 

-Äf ff Pa(.‘OcVcV, 

0 —1 


oder (wir nehmen den Badius B der Kugel =1 an): 


155) 


2n 2n 

p, ■ 

(F(],v')dr' + (~if jF(-i,y')dr' 

d 0 



I’q(«') d.u'cFf’. 


Wir zerlegen nun das dritte Integral rechts: 

271 -rl 

156) J, = f J II P„ (P) d^- dT’ = f II P, (u) d«; 

0-1 ’ (R) 

in zwei Teile, indem wir von der Kugelfläche eine Fläche o)i abscheideii. 
welche alle Trennungskurven enthält und klein genug ist, dass innerhalb 
derselben: 

157) 

ist, wo Q die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes von den 
Trennungskurven und J(q) eine Gröfse vorstellt, die durch Verkleinerung von 
Q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann; während der 
übrige Teil w. der Kogelfläche so beschaflPen ist, dass jeder seiner Punkte 
von den Trennungskurven einen Abstand besitzt, der gröfser ist, als die 
beliebig klein zu wählende Länge P, Wie klein wir nun auch P machen, 
immer können wir (mit Benützung des Hilfssatzes 2) das Integral: 

[ f Pu 

(jU 

durch Vergi-örserung von n unter jeden Kleinheitsgrad lierabdrücken; 

andererseits ist: 

abs. PjjC^f') dw <7; [ abs. dw, 
e' J 

(Oi CUj 



lind das reehts stehende IntegTal kann durch Verkleinerung von P unter 
jeden Kleiiilieitsgrad lierahgedrückt werden. (“") Es ist somit nach 155): 


IdS’I 


g 71 


o 

-V Dp^i 


analog: 


159) 


2 Ti 2 n 

+ 1 = 4^ F (1, rl dr + (- D“ ' 4^ i F (- !, T') clT' 


^-Dp. 


, n + 1 7 


wo Dp^n und Gröfsen vorstellen, die durch Verkleinerung von P 

und nachher durch genügende Vergröfsening von n unter jeden Kleinheits- 
grad lierahgedrückt werden können. Es folgt also wieder: 

2n 

160) -4- 'En -4-1 j 

0 


WO durch Vergröiserung von n unter jeden Kleinheitsgrad herahdrückbar 
ist, und : 

2 7t 

161) lim :s;, = 5 ^ (f( 1, »r') d'/'. 

0 


Ve) Die Laplacesche Ent Wickelung: 

7 i ) = ^ i (.««1 

’ 0 -1 « 

+ l\ — u- 1 1 — cos(/ — T,)) d,« dff, ( = = ], 

gilt für jede Funktion f(Ö, q) der Steile Kii gel- 

fläche, die auf derselben abteilungsweise eindeutig und stetig 
ist, deren erste Ableitungen 

df m 0f 
01 ’ dn dt 


auf derselben endlich sind, solange man sich in endlicher 
Entfernung von , den Trenniingskurven der Oberfiächenteil e 
hält, auf denen f eindeutig und stetig ist, und bei genügender 
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AiinäliC-rung an diese Tr enim n gskiir ven die Gie i cliiiiigen er- 
füllen: 

cf ^ . . 

O = J, (oj, 

C 'S 

o — J., (o), 

■\vo {) die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes (ß^C) 
X 0 11 j e ii e 11 T r e n n u n g s k u r e ii v o r s t e 1 1 1 u n d (^) A (c>) 3 (q) G r ö fs e'n , 
die diircli Verkleinerung von o unter jeden Kle inlieitsgrad 
herabgedrückt werden können (von der Art, dass be i genüge 11 d 
kleinem «jede derselben 

<A(V”-\ (Ad), 

wo A eine endliche Konstante vorstellt). Der Satz wird eine 
Ausnahme erleiden, wenn der Punkt (i), , ^/-j) gerade auf einer 
Treriiiuiigskurve liegt; in diesem Ausnahmefall stellt die Kei h e 
rechts das arithmetische Mittel der Werte von f auf einem den 
Punkt {6j , umschliefsenden unendlich kleinen Kreise dar. 


3. Kapitel 

Ganze iLomogene Funktionen der RicMungskosinusse 
irgend einer Eiül.th-ing (6, cp) als allgemeine Kugel- 
funktionen. 


§ 1 . 

Wir bezeichnen mit b, c die Riclitungskosinusse der Rieh- 
turig vom Centrum der Kugel nach irgend einem Punkte (6, €p) 
derselben: wir wollen zeigen, dass jede ganze homogene Funktion 
riten Grades von a, b, c: 


162} fQ(a, b, c) — (i"f-^ + 2 = n) 

sich stets als eine allgemeine Kugelfunktion nter Ordnung von 
/i und (p darstelleii lässt, sobald die Relation : 


163) 

identisch für beliebige*) 


, 

dar 

a, b, 


bb‘2 0c^ 

c, erfüllt ist. 


= 0 


■■■) Die auch der Bedingung: 

a--hb--Pc-= 1 

nicht unterworfen zu sein brauchen. 



Wir multiplizieren hierzu die Cdeichium' 162j mit wo r 
die Entfernung irgend eines Punktes (xyz) auf der Pdchtiiiig (% f) 
'vom Centrum der Kugel vorstellt, so dass: 


r X = r . a, 

164) y = r-b, 

[ z = r • c: 

dann folgt aus 162): 

165) fa (a, b, c) = (x, y, z), 

so dass nach 163) für jeden Punkt (x, y, z) des Piaiimes die 
Funktion: 

166) 0n==r^fii(a, b, c) 

der Lapkcesclmn Difforentiakkichung genügt: 


167) 


02 ^ 0-^ 0^ C- 0n __ 

0X2 ‘ 0y2 0z2 ~ 


Wir können nun a, b, c, somit auch k (a, b^ c) in Polar- 
koordinaten transformieren^ durch die T.Oinsrornmiicnsghdchuo;,::.- ■ 


[ a = iW , 

168) b = yi — ^2 . (.Qg 
\ c = y 1 — ^«,2 . sin (f . 

Es wird nach denselben analog der Untersuchung S. 13S 
fn(a, bj c) von der Form:(^®) 


169) fn(a,b,c) 


n 

2j(Vl — fV (fnj cosj (f- -f- guj sinj (f), 
0 


wo die fiij und gnj ganze rationale Funktionen von /X' sind. Nim soll: 


0 == rn k (a, b, c) 


der Laplaceschen Differentialgleichung genügen, also der Gleichung 
(vgl. Formel 32)): 


c 

er 


er ) Cß 


0 

\ß 


(1 


.,00 




1 — ^2 


- = 0, 


lind daraus ergiebt sich (vgl. die analoge Betrachtung S. 134) für 
fii(a, b, c) die Differentialgleichung: 
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170) n (n 1) (a,b,c) +) -- [(1 - 


_L.__1 _n 

l-^‘^ 0^2 - '^• 

Setzen wir in 170) den Wert 169) von f„(a, b, c) ein, so folgt: 


cosj>|n(n+l)(Vl -,u2/f„j + l- (l_^ 2 j j 


-j'- (. VI - ' fuj j + sinj>|n(n -t 




■f^V'gnj j -j-^ ^gnj) =0; 


CU ' ' ^ öa ' 


diese Gleichung soll für beliebige y bestehen; es folgt daher 
einzeln: 


n (n + 1) ()'l -7ä)j ^ (1 - ^2) ® j(Vi zrpy f, 


n(n-M) (Vl-f.=^yg, 


■f (Vi-,«^r^fnj = 0, 


-- x; V » X - P-; g- 1^(1 - ft^) { (vr-72)j . I I 

-f(VW2)^-^g„j=0, 

oder nach einer einfachen Umformung: f°) 

(n _ j) (n + j + 1) f„ j _ (2j + 2) ^ ^ + (1 - f,^) ^ = o ; 

1721 


(n j) (n + j -f- 1) gnj (2j + 2) [.i + (1 — 


Ö‘^ CT • 

2) fe» J ^ Q. 


fiij und gnj sind ganze rationale Funktionen von jW und genügen 
den Differentialgleichungen 172); es ist somit nach Zusatz 1 zu Jla): 

173) fnj = AnjPn^j)(^), gnj = B, j P^Ö) (/l.) 

WO die Aiij und Buj Konstanten sind, und: 


174) tn(a, b, c) — y^j Pnj (^) [Anj • cosj (f> -f- Bnj • sin j f/)]. 
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Damit ist bewiesen, dciss sich jede ganze eene Foiiktioii 
11 ten Grades von a, b, c als eine allgemeine Ivugelfünktioii n ter 
Ordnung von ijj und 9 darstellen lässt. 

Umgekehrt lässt sich auch zeigen, dass sich jede allgemeine 
Ungelfunktic:: nter Ordnung von ^ und (fi 


n 

175) Y„f.u, (f) = Pnj(,«) [A.ij cosjr/ 4- Buj Sini^f] 

U 


als eine ganze homogene Funktion n ten Grades U von a, b, c 
darstellen lässt, welche für ganz beliebige a, b, c der Differential- 
gleichung: 

&a2 ^ 0b2 ^ cc2 

genügt. 

Zunächst folgt durch successive Anwendung der Formeln: 


cos(i + l)y = cosiy cos(f — sini^ sinf, 
sin (i + 1) = sin i cos (f + cos i (f’ sin cf , 


dass man jedes cosj^ und sinj^ auf die Form bringen kann: 


cos j (f =2* 2’’ ^ 

sin j Cf =2* 2^' ^ 


(=e + 2 = j) 


wo die »xx ß%\ Zahlenfaktoren sind, somit nach 175) und 168) 
Ynffi-, Cf) auf die Form: 


Yn C«, 9 ) =21^ 2'- = j)’ 

ü 


WO die Cjxx Konstanten sind. 

Nun ist Piiö)(a) von der Form: 

p^(J)(a) = ojoa^-3 -f- «1 a^'-j -2 ^ -f • • 

wo die «Q Gj| « 2 . . . Zahlenfaktoren sind, kann also auch so ge- 
schrieben werden: 

p^ö) (a) = a^”^ d- «1 a^ - j “ - (a- -h b" +' c^j 



so dass ■ f) die homogene Form erhält: 

176J Yn{(u, 9 ) 2" E'- 

Da: 

r" Yu(f, ^Pj 


i ~h X -j~ ^ == n. 


für beliebige x, y, z der Laplaceschen Gleichung genügt, so 
muss auch: 

2^ S"" 2^' i 4- 3e -H A = n 

für beliebige x, y, z der Laplaceschen Gleichung genügen und 
somit die Funktion: 

177) fu(a, b, c) =2^ 2’^ 2^‘ i + ^ ^ 0 


der D'ffer- 


178) 


Ö“fu 


Üb" 




Ö'fu 


oc^ 


= 0 


für beliebige a, b, c. 

VI. Jede ganze homogene Funktion nten Grades der 
Riciitiingskosiniisse einer Richtung (0, (f): 


fn ==2' 2‘" 2^‘ i 4- ^ 4- 2 = n, 

welche für beliebige (auch der Bedingung: 


a2 + b2 + c2=l 


nicht unterworfene) a, b, c der Differentialgleichung 
genügt: 

üa^ üb^ ^ 0c2 ’ 


ist darstellbar als eine allgemeine Kugelfunktion nter 
Ordnung von und und umgekehrt ist jede allgemeine 
Kugelfunktion nter Ordnung von ^ und f darstellbar 
als eine ganze homogene Funktion nten Grades von 
a, b, c, die für ganz beliebige a, b, c der Differential- 
gleichung 







= 0 


genügt. 
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Aus der völligen Identität^) der Funktionen 
fn (a, b, c) und (p, (f) 

ergiebt sich, dass wir alle Sätze, die wir für die (/i', g^) ab- 
geleitet haben, ohne Weiteres auf die fn(a, b, c) übertragen können. 
Wir erhalten so mit Hilfe von Satz IVb) und Ya) (Yb und Yc) 
die folgenden Zusätze: 

Zusatz 1 zu VL Ist f^fa, b, c) eine allgemeine Kugel- 
funktion nterOrdnung, undsindai,bi,CidieRichtungs- 
kosinusse einer beliebigen Richtung, so ist das Integral 
über die Kugelfläche von dem Radius 1: 

1^9) ( fii (a, b, c) Pj (a a]^ -f- b b^ -t- cc^) dw = 0, J =|= n, 

J 

dagegen: 

f* 4:7r 

180) I fn (a,b, c) Pn(aai -4- bb^ -r cci) d«» == fii(%}bi, Cj). 

Es folgt dies unmittelbar aus den Formeln des Satzes IVb, 
wenn man bedenkt, dass wir: 

cos y = aa^ -f- bbi 4- CC| 

setzen können. 


^•) Es ergiebt sich aus dieser Identität, dass die Funktionen hi(a, b, c), 
wie die 9 -), gerade (2n-4-l) willkürliche Konstanten enthalten. Es 

lässt sich dies leicht auch so verifizieren: Die Zahl der Konstanten Cj.^^ 
irgend einer ganzen homogenen Funktion nten Grades von a, b, c ist: 

(n -f- 1 ) (n H- 2 ) 

2 

die Gleichung: 

5a- Öb^ 5c- 

ergiebt: 

hilY — Relationen. 

Die Zahl der willkürlichen Konstanten ist also: 

(n + l)(ii + S) n(n-l) _o , ^ 

2 2 
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Zusatz 2 za VI. Jede Funktion f der Stelle auf der 
Kugelfläche, weiche den Voraussetzungen des Satzes Va) 
(Vb oder Vc) genügt, ist mittelst der Entwickelung: 

1 r. 00 

181} f(ai,bi,Ci) = — j f(a,b, c)2j(2j + l)Pj(aai-hbbi-i-cCi)d«, 

in eine Reihe entwickelbar, welche nach allgemeinen 
Kugelfunktionen f,, (aj, bj, Cj) fortschrei tet. Die Formel 181) 

erleidet nur eine Aasnalime für Punkte auf den Trennungs-' 
kurven vo n Flächentcilen, auf denen f eindeutig und stetig ist. 


§ 3. 

Um die Entwickelung 181) wirklich in gegebenen Fällen numerisch 
aiis 2 ufüliren, ist oft ein Hilfssatz sehr brauchbar, den ich hier kurz ab- 
leiten will. 

Es handelt sich um die numerische Berechnung des Integrales über die 
Kugel fläche (1): 

IS2) J (i, z, A) = an* d(ü, 

t) 

in dem i, l beliebige positive ganze Zahlen vorstellen. Zunächst ist klar^ 
dass J verschwinden muss, wenn irgend eine der Zahlen i, X ungerade 
ist.('^^) Es kann sich nur um den Wert des Integrales; 

183) J(2i, 2z, 2A)=ja^‘ dw 

handeln. Es ist nun: 


1S4) 


4-1 


(‘2i, 2^. 2/)=^ (1 — cos^’^ sin^^ d/^dgn,. 


— 1 o 


185 ) 


-d 

27t 

J 2 = ^ d*p. 



173 


Es folgt weiter durch suceessive partielle Integration: 




= r + „2 i + ■) / 1 _ + X - 2 j 

! (2i+])(2i + 3) ■ ^ ^ ■ 


.f •2^- + ^ //(;: + /■) + 

! (2i + l)(2i+3) ... (2i-i-2:; + 2/.- 1) ' 

-''1 

2'‘ + ’- + i//(z + ;.) 

^(2i + l) (2i + 3) ... (2iT-2;c + 2J. + l)’ 


«der, da: 


(2i -T- 1) (2 i -7“ 3) ... (2 i -f- 2 :: -f- 2 Ä d“ 1) “ 


ir(2i4-2;; + 2;.4-l) 2*17(1) 


186) Jx = 2 t " t - 

Es folgt gleichfalls durch successive partielle Integration: 


[22 — 1 2x4-2 • ‘2X— 2 j 

*^2 = 1 ÖTXT 'f -f ' 


(2A~1)(2A — 3) 2x.f4 . 2X-4 , 

r2r+r)>2;cT8)"°® 


.(■ (2I-l)(2A-3)...3-l ,„,Sx + 2X . 

_)(2z + l) (2z + 3) ... (2;:-(-2I — 1) ^ 


oder, da: 


r , o n{ 2 ^A-h 2 k) 

\ cos“^ ‘ “ (j-'ä(f=^2n - -V-Z"/)* 

’ i //(TJ — X)|- 2“^ ■ 


1.8 ... (2/.-3) (21.-1) = ^ 


_ g(2I) 

I 2^^ 27(1)’ 


.{2z+ 1) (2z + 3) ... i-2x + 2X-l) 


7/(2 z +•21) 2** Jr(x)^ 

2’‘ + '- 77(z + ;.) ’ 77(2 z)’ 
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aiieb: 


somit: 


187^ J, = 2n 

nix ■■]-}.■ fi{xj //(A) 


388) J(2i,2.,in).= J.J. = 4..i^:(^2^^)^ //(i + . + A) 

n[\) n{x) ii[i) //( 2 : -i- 2 /f -h 2 2 -!■- 1} 

Hilfssatz. Es ist- das über die Kugel von dem Radius 1 zin 
erstreckende Integral: 


i a“^ b“’'" c“^ dw = in 


//(2i) //(2 z) il(2X) n{i -h z + A) 

n (i) //(z)"//(A) ‘ //'{2 i +”2 F)’ 


wenn i, z. l beliebige ganze positive Zahlen sind, dagegen ist 
jedes: 

j b’"' dw = 0, 

in dem irgend eine der positiven ganzen Zahlen i, z, X un*- 
gerade ist 


III. Absclinitt. 

Berechnung der r:Vcgr«l3 V und W für die 
Kugelfläche. 


1. Kapitel. 

Anwendung der Theorie der allgemeinen Kugel- 
funktionen von fl und cp. 

§ 1 - 

Es sei H eine Funktion der Stelle (6, <p) auf der Kugelfläche 
(R), welche den Voraussetzungen des Satzes Va) (Vb oder Vc) 
genügt, dann ist nach diesem Satze (diesen Sätzen) H in eine nach 
allgemeinen Kugelfunktionen fortschreitende Reihe zu verwandeln ; 

00 

m) m,v)-^-H,,[fi,cp), 

0 


wo: 



^Tt -f- 1 

1 90j C« ,(f) = ( ( H (0', q') P„ (,a q 

0 ~1 


4- Vi — fl- VI — fl-'" cos(^' — r/j) 

Bilden wir nun das Flächenpotential: 



und setzen in demselben für H den Wert 189) ein, so folgt mit 
Hilfe des Zusatzes 1 zu IV b) für Punkte (Xifi’ig^^i) innerhalb der 
Kugel (R): 


Vi = 47rR2^^ 

0 


2n+l 


^ii (/^‘i ? ) 


R 


(H c R)i 


für Punkte (r^ aufserhalb der Kugel (R): 


192b) Va = 47 tR n ^ 


n - 4 - 1 


^pyi + l 

, (R' 


:rij, 


falls diese Reihen konvergent sind. Das folgt aber, sobald wir 
von Vi und Va überhaupt aussagen können, dass sie für irgend 
eine Kugelfläche (rj) nach allgemeinen Kugelfunktionen von Pi ipi 
entwickelbar sind. 

Vlla) Das Flächenpotential: 


v = l - dw 
J r 

(R) 


einer Kugelfläche von dem Radius R, in dem H nach 
allgemeinen Kugel funktionen entwickelbar ist, hat für 
innere Punkte (ri fii fi) (die auch unendlich nahe an die 
Kugelfläche herantreten können) den Wert: 


CO 
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für äufsere Punkte (>1 .c/j (die auch unendlich nahe an 
die Kugelfläche herantreten können) den Wert: 

V. _ R §. (P„ ,f.) 

sobald wir von V, und überhaupt aussagen können, 
dass sie für irgend eine Kugelfläche (rj nach all- 
gemeinen Kugelfunktionen von entwickelbar sind. 

Dabei ist jedes: 

271 - 1-1 

9 TI _i_ 1 f 

Hn C«1, Cf ,} = \ H Ol, Cf] P„ 

0 —1 

+ V 1 — VI — (J-i - cos (y — f/ij)) d;tt dcf. 


Es sei X eine Funktion der Stelle (ö, (/) auf der Kugelfläche (R), 
welche den Voraussetzungen des Satzes Va) (Vb oder Vc) genügt,' 
dann ist nach diesem Satze (diesen Sätzen) x in eine nach all- 
gemeinen Kugelfunktioncn fortschreitende Reihe zu verwandeln: 

00 

193) X (6, 9) = 2 11 
0 

wo : 

2 :nr -fl 

194 ) x,{/7,,f) = ^±l^ 

0 —"^1 

-t- Vl — Vi — ^'2 eos (9)' — y)) dft' df'. 

Bilden wir nun das Flächenintegral: 

195) W= 
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in dem v die innere Normale des Elementes d« vorstellig und 
setzen in demselben für x den Wert 193) eiin so folgt mit Hilfe 
des Zusatzes 2 zu IVbj für Punkte (r^ (p-^) innerhalb der 
Kugelfläclie: 


196 a) Wj 47r^ n 
0 


n + l 
2n + 1 


.5^11 fl) (jr j , (h <R)^ 


für Punkte (Vi fii (f’^) aufserhalb der Kugelfläche: 


CO 


196 b) Wa = — 47r ^ ^ 


n 


2n 4 - 1 


R 


Xn (ßii <fi) i-p - 1 ? (R<; i'i). 


falls diese Reiben konvergent sind. Das folgt aber, sobald über- 
haupt Wi resp. Wa für irgend eine Kugelfläclie (r^) nach all- 
gemeinen Kugelfunktionen von (pi entwickelbar sind. 

Vllb) Das Flächenintegral: 



cos (r^^) 
-72 


dcö 


über eine Kugelfläche von dem Radius R, in dem x nach 
allgemeinen Kugelfunktionen entwickelbar ist und v die 
innere Normale eines Elementes äoa vorstellt, hat für 
innere Punkte (r| ^^i) (die auch unendlich nahe an die 

Kugelfläche herantreten können) den Wert: 


n -4- 1 / r \ 

für äufsere Punkte (Vipiifi) (die auch unendlich nahe an 
die Kugelfläche herantreten können) den Wert: 


W. 




R \u + 1 


falls überhaupt Wi resp. W^a für irgend eine Kiigel- 
fläche (Fj) nach allgemeinen Kiigelfunktionen von 
eiitwickelbar sind. 


Korn, Potentialtlieorie. 


12 
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Dabei ist j edes: 


^uC«i, (fl) = 

0—1 ^ 

+ V I — iJ>^ Vl — /«i“ cos(f/i — 9), )) d|U. d^. 


2. Kapitel. 

Herstellung der Symmetrie. 


§ 1- 

Zur Wiederherstellung der Symmetrie^ welche durch die 
Einführung der Polarkoordinaten gestört ist, nehmen wir die 
Funktionen H und h nicht mehr als Funktionen von 6, sondern 
als Funktionen der Richtungskosinusse a, b, c an, welche mit 0, cp' 
durch die Relationen verbunden sind: 


a = cosö, 
b = sinö cos 
c = sinÖ siny, 

Wir können dann mit Hilfe des Salzes VI und seiner Zusätze 
dem Satze VII a) die folgende Form geben: 

Villa) Das Flächenpotential: 



— dft) 
r 


einer Kogelfläche -won dem Radius R, in dem H nach 
allgemeinen Kugelfunktionen entwickelbar ist, hat für 
innere Punkte (riajbiCi) (die auch unendlich nahe an die 
Kiigelfläclie herantreten können) den Wert: 


197 a) Vi = 47rR2n 
0 




bl, 



für äufsere Punkte (riajbiCi) (die auch unendlich nahe 
an die Kugelfläche herantreten können) den Wert: 


197b) V. H.(a„ b„ e.) (|)*. 
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falls überhaupt Vj resp. Va für irgend eine Kugelfläche 
(rj nach allgemeinen Kugelfunktionen von pj ent- 

wickelbar sind. 

Dabei ist jedes: 

198) i/n (%, bl, Ci) = j F(a, b, c) Pa (a aj -f- bbj + ccj) dw. 

\r) 


In gleicher Weise können wir dem Satze VII b) die folgende 
Form geben: 

Vlllb) Das Flächenintegral: 


(R) 


COS (r*^) 


r- 


dcö 


über eine Kugelfläche von dem Radius R, in dem « nach 
allgemeinen Kugelfunktioiien entwickelbar ist und p die 
innere j\^ormale eines' Elementes äoo vorstellt, hat für 
innere Punkte (ri a^ b^ Cj) (die auch unendlich nahe an 
die Kugelfläche lierantreten können) den Wert: 


199 a) 


Wi = 471 

ü 


n-1- 1 

2rm 


(ajj bj^, 



für äufsere Punkte (Fi ax bj c^) (die auch unendlich nahe 
an die Kugelfläche herantreten können) den Wert: 

199b) Wa = - 47r 2 b (ai, b, , Cj) , 

falls überhaupt Wj resp. Wa für irgend eine Kugelfläche 
(Fj) nach allgemeinen Kugelfunktionen von fi ent- 
wickelbar sind. 

Dabei ist jedes: 

200) %(a,, bl, Ci) = j * (a, b, c) Pn (aaj -4- bbi + ccj) d«. 

(R) 


12 ^!^ 



III. Teil. 


Theorie der 






1. Ab.schnitt. 

ib, ’!j I. der Potentialfuiiktioiieii und Dar- 
stellung* elerselben durch 


1. Kapitel. 

Definition der Potentialfnnktionen. 


§ 1 - 

Definition 1. Eine Funktion ü der Stelle (xyz) in 
dem Innenraum r einer geschlossenen, stetig ge- 
krümmten Fläche « heilst eine Potentialfunktion des- 
selben, wenn sie in dem Raume t mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig ist, der Differential- 
gleichung: 


1) 


02 u 02 u e^ü_ 
0 ^ + 0 ^+^-^ 


genügt, und wenn ihre zweiten und höheren (•*^) Ab- 
leitungen innerhalb des Raumes t eindeutig und stetig 
sind, d. li. in jedem Teile des Raumes dessen Punkte 
von der Fläche m durch irgend welche (im übrigen be- 
liebig kleine) Entfernungen getrennt sind. 


§ 2. 

Definition 2. Eine Funktion U der Stelle (xyz) in 
dem Aufsenraum z einer geschlossenen, stetig ge- 
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krümmten Fläche w heilst eine Potentialfunktion des- 
selben, wenn sie in dem Raume % mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig ist^ der Differential- 
gleichung 1) genügt, und wenn ihre zweiten und 
höher en Ableitungen innerhalb des Raumes % ein- 
deutig und stetig sind, d. h. in jedem Teile des Raumes i:, 
dessen Punkte von der Fläche m durch irgend welche 
(im übrigen beliebig kleine) Entfernungen getrenn t sind. 

Bezeichnet ferner P die Entfernung des variabeln 
Punktes (xyz) von einem im Endlichen gelegenen Punkte 0, 
so sollen die Ausdrücke: 


öx ey 


0Ü 

oz 


mit wachsendem P gegen null konvergieren. 


2. Kapitel. 

Darstellung der Potentialfunktionen durch. 
O b erflächenintegr ale. 


§ 1 . 

Es seien U, V zwei Funktionen der Stelle welche in 

dem Imienraiim % einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w 


mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig sind, und 
man wisse auch, dass ihre 
höheren Ableitungen innerhalb 
% eindeutig und stetig sind. 

Wir denken uns einen Teil 
P des Raumes % durch eine 
Fläche m begrenzt, welche von 
der Fläche « durch irgend 
welche (im übrigen beliebig 
kleine) Entfernungen getrennt 



Fig. 51. 

st, und bilden das Integral: 



05 05 ' dTj d^J ^ 





Es ist nun identisch: 

oU cV 0 / cV\ o-V 

£L' IX = (u _ u ®~-. 

cij crj Oll \ drjJ d^" 

c= 0* CL,\ Ofc/ Oi,' 


SO dass wir das Integral J' auch so schreiben können: 




V JVär, 


oder wenn man das erste Integral rechts mit Hilfe des Greenschen 
Theorems (S. 18) umformt: 


3a) J' = - 


T- 6V , 

II — dö) 

CV 


Üz/Vdr, 


wo das erste Integral nunmehr über alle Elemente d« (mit den 
inneren Normalen v‘) der Fläche «' zu erstrecken ist. Nach 2) 
ist .r in Bezug auf U und V symmetrisch, so dass wir auch in 
3a) U mit V vertauschen können: 


3b) J': 


- V^,d«- 


V d-r. 


Durch Subtraktion von 3a) und 3b) folgt: 

■“t K'-’ W - S) -i“ - U .'V) d., 

0 '/ %' 


im besonderen ü und V Potentialfunktionen des Raumes 
so ergiebt sich: 



€V CV I 


und, da diese Formel gilt, wie nahe wir auch die Fläche an 
die Fläche m herantreten lassen, so folgt aus der Eindeutigkeit 



und Stetigkeit von U und V und ihrer ersten Ableitungen ihre 
Gültigkeit auch für den Grenzfall: 

5) ( 

e-’ 

m 

la) Sind ü und V zwei Potentialfunktioiien des 
Innenraumes'*) **) einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche so besteht stets die Formel; 


bV 

0//' 


V ^ ) dcö == 0. 
cp J 



m 


dcö = 0.- 


Ist im besonderen: 

V == const., 

so folgt aus la) der 

Zusatz zu la). Für jede Potentialfiinktioii U des 
Innenrauraes einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche ö) besteht die Formel: 


6) r-^dw = 0. 

^ J CP 


Es sei wieder U eine Potentialfimktion des Innenraumes t 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche £ö, (xyz) irgend 
ein Punkt innerhalb Wir konstruieren um (xyz) als Centrum 
eine Kugel mit dem Radius R, der klein genug ist, dass die 
ganze Kugel innerhalb t liegt, es ist dann U auch eine Potential- 
funktion des (in der Figur schraffierten) Gebietes, welches übrig 
bleibt, wenn man die Kugel (R) 


aus dem Raume % ausschneidet. 
Bezeichnen wir andererseits 
mit r die Entfernung irgend 
eines Punktes (J'i/Q des schraf- 
fierten Gebietes von (xyz), so 
ist auch die Funktion: 

7) V = 



*) Der la) entsprechende Satz Ib) für den Aufseiiraum folgt erst mit 

Hilfe der folgenden Sätze Ila) und II b). 
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von ij C eine Potentialfunktion des schraffierten Gebietes. Wir 
bringen mm auf die beiden Potentialfunktioiieri U und V des 
schraffierten Gebietes den Satz la) zur Anwendung, wobei wir 
zu bedenken haben, dass die Oberfläche dieses Gebietes sich aus 
der Fläche w und der Kugelfläche (R) zusammensetzt, und, wenn 
wir mit die inneren Normalen jenes Gebietes bezeichnen, die 
inneren Normalen von co und die äufseren Normalen der KiigeP 
fläche (R) als die Normalen r anzusehen sind. Es folgt nach 
dieser Bemerkung: 


8 ) 



TT cos(r»') 

J l r ei' 


00 



cos(r»') 

J \ r ev 

r^ 

(R) 



dw 


dw = 0, 


<5 


wobei, wie früher, unter r 


die Entfernung und Richtung dft ) — y (xyz) 
7A1 verstehen ist. 

Für Elemente der) der Kiigelfläche (R) ist nun: 

r = R, 

cosfrr) = ~ 1, 

die Gleichung 8) geht so in die folgende über: 

*0U 


-iS 


^ -D-: 


(R) (R) « 

oder, da nach Zusatz zu la): 


in die folgende: 


(R) 


9) 




I 

R 

(R) 


1 0U cos(rF) 


d®. 


CO 


Diese Gleichung wird gelten, wie klein wir auch den Radius R 
wählen mögen, und wir erhalten im Grenzfali, da: 

= 47r . U (x, y, z) 

‘ ° (R) 
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liiifolge der Eindeutigkeit und Stetigkeit von Uj: 

. TT ^ X cos(n^}^ 

10) ~45t . L (X, y, z) — ^ j-y ^ — ü 2 


Wir erhalten den Satz: 

Ila) Jede Potentialfunktion ü des Innenraumes z 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche o) ist 
in jedem Punkte (xyz) innerhalb t (der auch unendlich 
nahe an die Oberfläche w heranrücken darf) durch die 
Formel darstellbar: 


11) U(x,y,z) = - 


0U dw 1 cos(r?^) , 

f- U do). 

r 47r J r- 


Dabei ist v die innere Normale von dö) und r die 
Entfernung und Ptichtung: 

dw — > (x y z) 


§ 3. 

Es sei nun U eine Potentialfunktion des Aufsenraumes t 
einer rrsFd.cssenen., stetig gekrümmten Fläche (xyz) irgend 
ein Punkt innerhalb %, Wir konstruieren um (xyz) als Centrum 
eine Kugel mit dem Radius 
P, der grofs genug ist, dass 
die Fläche m ganz innerhalb 
der Kugelfläche (P) liegt, es 
ist dann U auch eine Poten- 
tiaifunktion des (in der 
Figur schraffierten) Gebietes, 
welches zwischen der Fläche 
m und der Kugelfläche (P) 
liegt 

Es ist dann nach Satz Ila), 
wenn wir bedenken, dass 
die Oberfläche des schraf“ 
fierten Gebietes sich aus der 
Fläche m und der Kugel- 



Fig. 53. 
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fläche (P) zusammensetzt, und, wenn wir mit v die inneren Nor- 
malen jenes Gebietes bezeichnen, die äulseren Normalen von w 
und die inneren Normalen der Kugelfläche (P) als die Normalen v 
anzusehen sind : 


12) 


ü(x,y, z) = - 


JL 

irt J S*/ r 

O) 


1 

4 TT 




00 


A_ ^ 

in 3 dp r 

(P) 


1 

■inj r" 

(p) 



für Elemente d« der Kugelfläche (P) ist nun: 


r==P, 

cos (ri'^ = -f- 


die Gleichung 12) geht so in die folgende über: 

13) 


( 

-r Jj^ + Jo? 


1 d« 1 rT-COs(inü , 

u — am 


in J dv r in ^ 

0 ) Cf) 


wo: 


14) 


Ji ~ + 


Jo- + 


471 P3 i ^ dP 


(P) 

m r 

471 P2j 

(P) 


Ud«. 


0Ü 

gi'Oisien wert von 

mit Gj den absolut gröfsten Wert von U auf der Kngelfläche (P), 


Bezeichnen wir mit den absolut gröfsten Wert von P 

Gs 

so ist: 


< CF • 


dö), 


(P) 


abs. 


< Gi, 

< Go; 


(P) 
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wir wissen nun, dass sich nach der Definition der Potential- 
fimktionen Gj und G2 durch Vergröfserung von P unter jeden 
Kleiiilieitsgrad herabdrücken lassen, es ist somit: 


15) 


'1 


lim , 

P=oo 

lim J 2 

P=oo " 


= 0, 


und es folgt aus 13): 


TT/ \ 1 föUdft) 1 cos(n/) 

16 ) ü(x,y,z) + 


Ilb) Jede Potentialfunktion U des Aufsenraumes z 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche ist 
in jedem Punkte (xy z) innerhalb z (der auch unendlich 
nahe an die Oberfläche heranrücken darf) durch die 
Formel darstellbar: 


U(x, y. 


z) = - 


1 r0ü dö) 
47rJ dy r 

CO 


1 „cos(rr) , 

ü ^äco, 

4 TT r^ 


Dabei ist v die äufere Normale von doo und r die 
Entfernung und Richtung: 


dcö — -y (xyz). 


Wissen wir im besonderen, dass V an der Oberfläche co 
überall konstant ist, so folgt aus Ilb) mit Hilfe des Satzes lila) 
des L Teiles der 

Zusatz zu Ilb). Ist im besonderen U an der Ober* 
fläche tö überall konstant, so ist: 


17) 


U(x, y, z) = - 


47iJ dp r 


CO 


Die£Sätze II a) und Ilb) machen uns mit einem Schlage mit 
dem Verhalten der Funktionen U bekannt; sie zeigen, dass sich 
die Funktionen U aus einem Flächenpotential: 



in dem 


471 dp^ 
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und einem FlächenhitogTal: 

r cos(r^') 


ziisammensetzen. 


dö), in dem x = IJ. 

4/1 


S 4. 


x\iis der Formel des Satzes Ilb) ergiebt sich noch, dass, wenn 

P die Entfernung des variabeln Punktes (xyz) von einem im 
Endlichen gelegenen Punkte 0 vorsfelll, die Gröfsen: 


ü, P 


SU 

0x’ 


P p iu 
Sy ^ dz 


mit wachsendem P in solcher Weise zu null konvei’gieren, dass: 


0Ü 


Pü, P2^, P3 


,8ü 


,0Ü 

0x’ Sy' 

stets ihrem absoluten Werte nach kleiner sind als eine bestimmte 
endliche Konstante. Infolgedessen können wir nun den Satz la) 
auch auf den Aufsenraum einer Fläche o) ausdehnen: 

Ib) Sind U und V zwei Potentialfunktionen des 
Aufsenraumes t einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche ft), so besteht stets die Formel: 


18) ffü 


0V 


jr 8v 


Sv 


-j dft) = 0.*) 


Es möge besonders hervorgehoben werden, dass der Zusatz 
zu la) auf den Aufsenraum nicht auszudehnen ist. 


_ Es sei nun wieder U eine Potentialfunktion des Innenraumes r 
einer geschlossenen Fläche cö und (xyz) irgend ein Punkt des 
Aufsenraum es (der von tö durch irgend welche, auch unendlich 

K zunächst z nur durch eine grofse 

Kugelflache (P) begrenzt zu denken, es folgt dann zunächst nach la): 


ü 






(^’) 
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kleine, Entfernung getrennt sei). Wir bezeicbnen mit r die Ent- 
fernung irgend eines Punktes Gebietes t von (xyz), 

•dann ist auch die Funktion: 

1 


von H, ' 7 ], ^ eine Potentialfunktion des Gebietes und es folgt, 
wenn wir auf die beiden Potential- 
funktionen U und V des Gebietes t 
•deiiSatzIa)zurÄnwendungbringen: 


/0U 1 T. cos(rj^)^ 


dö) = 0, 


wenn r die Entfernung und Rieh- 

liing: ^ ^ 

äco—yixjz) 

vorstellt: 

lila) Ist U eine Potentialfunktion des Innenraumes 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche co, so 
ist für jeden Punkt (xyz) des Aufsenraumes (der von m 
durch irgend welche, auch unendlich kleine, Entfernung^ 
getrennt ist): 

^ 1 föüdö) 1 cos(rv), 

CO CO 

Dabei bezeichnet r die Entfernung und Richtung: 


In analoger Weise folgt mit Hilfe des Satzes Ib): 

Illb) Ist ü eine Potontialfunktion des Aufsenraumes 
•einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche m, so 
ist für jeden Punkt (xyz) des Innenraumes (der Ton oy 
•durch irgend welche, auch unendlich ^ 

kleine, Entfernung getrennt ist); \ 

r... .. 1 fßüd« 1 (Veos(r>') 


r ^ d« ( 

! ßj' r 4rF .! 


r " 4rr j ^ 

CO ca 

•dabei bezeichnet r die Entfernung 
und Pachtung: 

dft) — 5^ (xyz). 




Fiff. 55. 
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§ 6 - 

Es sei wiederum ü eine Potentialfunktion des Innenraumes t 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche öj, (xyz) irgend 
ein Punkt innerhalb t (der auch an die Fläche w unendlich nahe 
heranrücken darf), dann ist nach II a): 


2-2) U(x,y,z) = 


47r J r 

CO 


in: 




CO 


Existiert andererseits eine Potentialfunktion W des Äufsen- 
raumes, welche an der Fläche oo dieselben Piandwerte hat, wie 
die Funktion U, so ist nach III b): 


1 r^W dw 

*” irtjdp Y 4cn J 


f 




r- 


oder auch: 


23) 0 = 


_1_ r^V d^ 

4n:j dv r 
00 


J 

47rJ 


f 




Subtrahieren wir 23) von 22), so folgt: 


24) ü (xyz) = -h 


f/W 

47rjU^ 

00 


oü \ doj 

j T ’ 


wobei V die Richtung der inneren Normalen von d« vorstellt: 

IVa) Jede Potentialfunktion U des Innenraumes 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche « lässt 
sich als ein Flächenpotential der Fläche oo darstellen, 
wenn man die Existenz einer Potentialfunktion W des 
Aufsenraumes nachweisen kann, deren Randwerte an 
der Fläche oo mit den Randwerten von U überein- 
stimmen. 

Analog folgt mit Hilfe der Sätze lila) und Ilb): 

IVb) Jede Potentialfunktion U des Aufsenraumes 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche m lässt 
sich als ein Flächenpotential der Fläche oo darstellen, 
wenn man die Existenz einer Potentialfunktion W des 
Innenraumes nachweisen kann, deren Randwerte an der 
Fläche 00 mit den Randwerten von U übereinstimmen. 
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§ 7, 

Es sei wiederum U eine Potentialfunktion des Inneiiraunies % 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w, (xyz) irgend 
ein Punkt innerhalb % (der auch an die Fläche m unendlich nahe 
lieranrücken darf); dann ist nach II a): 


25) ü(x, y, z) = - 


471 


0U dft> 1 cos(n^) 

r "^471, r^ 


d«. 


m 


(m) 


Existiert andererseits eine Potentialfunktion V des Aufsen» 
raumes, welche an der Fläche w in der Pachtung der inneren 
Normalen v dieselben Ableitungen hat, wie die Funktion U, so 
ist nach III b): 


_L 

471 J r 4 TT 




dö?, 


0 ) 


m 


oder auch: 


26) 0-- 


471 


0Ü dft) 
dy r 


1 

471 J r' 


Subtrahieren wir 26) von 25), so folgt: 

27) U (X, y, z) = ^ J(ü - V) d«, 

(0 

wobei V die Richtung der inneren Normalen von dw vorstellt: 

Va) Jede Potentialfunktion U des Innenraumes 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche « lässt 
sich als ein Flächenii'.tegi'nl von der Form: 

C cosfry) , 

0 } 

darstellen, wenn man die Existenz einer Potential- 
funktion V des Äufsenraumes nachweisen kann, deren 
normale Ableitungen an der Fläche a> mit den normalen 
Ableitungen der Funktion U übereinstimmen. 

Analog folgt mit Hilfe der Sätze Ilb) und lila): 

Vb) Jede Potentialfunktion U des Äufsenraumes 



einer geschlossenen, stetig gekrüininton Flüche w lässt 
sich als ein Flächenintegral von der Form: 


cos(rr) , 
z dw 

1- 


•darstellen, wenn man die Existenz einer Potential- 
funktion V des Innenrau mos nach weisen kann, deren 
normale Ableitungen an der Fläche w mit den normalen 
Ableitungen der Funktion U übereinstimmen. 


II. Abschnitt. 

Bie l'Ijlclieijpoleiäfi.iiki V und die Fliiehn.y;!ah';L:;'r 5 i!e 
W einer geschccssei'.ev:., stetig Flkdie 

io als Potciithf :fv:y>;1‘<)neii des liiiieii- und Aufscn- 


1. Kapitel. 

Die Pläclienpotentiale V der Fläche « als Potential- 
funktionen des Innen- und Aufsenraumes. 

§ 1 - 

Wir können den folgenden Salz aussprechen : 

Via) Das Flächenpotential : 

28 ) V = 

0 ) 

•einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w ist 
eine Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes 
von w, wenn Häuf w eindeutig und stetig ist und end- 
liche erste Ableitungen hat. 

Es folgt dies ohne weiteres aus den Sälzen Va), Vb), la) 
bis Ic) des I. Teiles. 
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§ 2. 

Es lässt sich zeigen, dass, obwohl die zweiten Ableitungen 
von V im allgemeinen an der Fläche w nur dann endlich sind, 
wenn wir noch die Annahme der Endlichkeit der zweiten Ab- 
leitungen von Ariiinzmiehmen, dennoch die tangentialen Ableitungen 

OTT 

von — an der Fläche co bereits bei den Voraussetzungen des 

Satzes Via) stets endlich bleiben. Wir werden uns, um dies zu 
zeigen, des folgenden Hilfssatzes bedienen. 

Hilfssatz. Die normalen Ableitungen des Fläehen- 
integrales einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche «: 



Ö) 


sind stets endlich, wmnn man lediglich die Eigenschaft 
der Endlichkeit von H voraussetzt. 

Zum Beweise dieses Hilfssatzes sei irgend ein Punkt 

der Aulsen- oder Innenseite von w, Vq die äufsere oder innere 
Flächennormale in demselben, dann ist; 


I 8»' 




nun ist in einem endlichen Gebiete Wj um (fotioSo)’ 
cos (r>^o) = cos(rv) + r • f, 

wo f eine in diesem Gebiete endliche Funktion vorstellt. 
Es wird somit; 


_ r Hcos Crvold^-fgiglMdc. 

J r- J r- 

0} — ta^ <öi 

d r 

COi 


.daraus folgt die Behauptung. 

Korn, Poteiitialtlieorie. 
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Nachdem wir so den Hilfssatz bewiesen luiben^ gehen wir zu 
unserer eigentlichen Aufgabe über und machen wieder die Voraus- 
setzungen des Satzes Via), dass H auf m eindeutig und stetig sei 
und endliche erste Ableitungen habe. 

Ist h eine beliebige Richtung, so folgt aus der Formel 54) 
des 1. Teiles (S. 42) bei unseren Vorausselzungen: 


29) 


I 

dh 

0 ) 


' j?? cos (>^h) ~h too ^33) '*) 

- döj 


' . , , cos(rj.') , 

H cos(vh) i dw. 


Differenzieren wir noch einmal nach der in (lo%to) zur Fläche 
normalen Richtung v^, so bleibt der Differentialquotient des ersten 
Integrales rechts nach dem Hilfssatz endlich, bei beliebiger Wahl 
der Richtung h, es bleibt daher nur der Beweis übrig, dass: 

® fo- /II cos(r)') , 
g— j^cosCvh) - ^3 -cIm 

CO 

endlich ist, wenn h eine tangentiale Richtung vorstellt. Nun ist 
nach der Formel 59) des I. Teiles (S. 46): 

|J'hcos(*) ^ d»=J| (Hcos(/b)) ,ta 

CO (O 

- fcos fvxl c^r^O 8 (5 C 0 _s^)) cos (ry), 

J U 0? r' dt; 

CO 

8(ifcos(Hi))co3(rz)| ^ 

+ 


'") tu + fsä + fsa = (cos (rx)) + (cos h'y)) 4- (cos (''z)). 
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cosfrv) 


cos(i^y) 


^ (-^co=(»^h)) cosjrx) f cos()/h^) cos (ry) 


l 6 


c (-firc os (vh)^ cog (j.^) 


Ij a cos (.*) ? 2 p d» - j I (H cos (CIO) “fa de 

ö> 

- 1 cos (CZ) »1(00 H^C C, (Chj) cos („■) 

J i dj --72-" 

CO 

® (■^cos(j'h)) cosfrz)! 

-I 0__1 . (Jjj, 

Cs r- j 

Die jeweils ersten Integrale rechts in diesen Formeln sind 
endlich (nach I\'a) des I. Teiles), es bleibt daher, da man in 
einem endlichen Gebiete um (§oVo£o) 

cos(v>'(|) = 1 4- r . ^ 

setzen kann, wo ^ stets endlich ist, nur übrig zu zeigen, dass: 
r cos(r x) o(gcos(vh)) cos (ry) 


®(^cos(j'h)) cos(rz) 


e| r2 


hl (lo’ioso) endlich ist, wenn h eine tangentiale Richtung vor- 
stellt. Dieses Integral zerfällt in zwei Teile: 

Jcos (*, jf -5?^ + ® » 22^} de, 


das stets endlich bleibt, da in einem endlichen Gebiete um (^o%^o)~ 

cos(vh) = r ■ g, 

wo X stets endlich ist, und: 



— 19 () — 


[p [j fii cos (hx) 4 - fi2 cos(hy) -h f,;j cos(hz) j coä(rx) 

“ +■{ cos(hx) + fäs cos(hy) + 4., cos(hz){ cos(ry) 

+ j [31 cos (hx) + fgj cos (hy) 4- fgg cos (hz) J cos (rz)] dw. 

das gleichfalls nach Vb) des I. Teiles stets endlich ist, falls die 
zweiten Ableitungen von co3(j'x), cos()^y), cos(vz) endlich sind.*) 
Wir haben somit den folgenden Zusatz zu dem Salze Via) 
erl lalten ; 

Zusatz zu Via). Die tangentiell en Ableitungen von 
cV 

an der Fläche w bleiben unter den in Via) über H 

gemachten Voraussetzungen stets endlich, wenn die 
Richtungskosinusse der Normalen von m überall ein- 
deutige und stetige erste und endliche zweite Ablei- 
tungen haben. Für die Endlichkeit aller zweiten Ab- 
leitungen von V an der Fläche 00 muss im allgemeinen 
die Voraussetzung hinzugenommen werden, dass aufser 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit der ersten Ableitungen 
von H auch die Endlichkeit ihrer zweiten Ableitungen 
gesichert sei. 


2. Kapitel. 

Die Flächenintegrale W der Fläche « als Potential- 
funktionen des Innen- und Aufsenraunaes. 


§ 1 . - 

Wir können den folgenden Satz aussprechen: 
VIb) Das Flächenintegral: 

30 ) W^ = r;e.“$ 2 l)da, 

t' ^ 


■) Es braucht was beiläufig bemerkt sein möge — nur 

^22 “h £.3 

endliche erste Ableitungen haben. 



einer geschlossenen stetig gekrümmten Fläche m ist 
eine Potentialfunktion des Innen” und Aiifsenraiirnes, 
wenn auf « mit seinen ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 

Es folgt dies ohne weiteres aus IV b), IVc) und la) bis Ic) 
des L Teiles. 


Es lässt sich zeigen, dass, obwohl die zweiten Ableitungen 
von W an der Fläche o) im allgemeinen nur bei Hinzunahme 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit der zweiten und der Endlichkeit 
der dritten Ableitungen von x endlich bleiben, dennoch die zweiten 
tangentialen Ableitungen von W bereits bei den Vorausselzungen 
des Satzes VI b) endlich sind. 

Wir werden, um dies zu zeigen, von dem folgenden Hilfs» 
Satze Gebrauch machen: 

Hilfssatz. Die tangentialen Ableitungen des Flächen- 
iiitegrales einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche m 



cos (rv) 

r2 


dcö 


CO 


an der Fläche co sind endlich, falls wir lediglich voraus- 
setzen, dass auf (o eindeutig und stetig ist und end- 
liche erste Ableitungen hat. 

Zum Beweise dieses Hilfssatzes sei (Jo^o^o) irgend ein Punkt der 
Fläche (o (an der Aufsen- oder Innenseite), h irgend eine tangentiale 
Pdchtung in demselben, dann ist nach Formel 59} des L Teiles: 


r0'xcos(r>^) 


dm 


m 



\dx cos(rx) 


m 


dx cos (ry) dx c os (rz) ] , 

ja«. 


Das erste Integral rechts ist stets endlich, wenn die ersten 
Ableitungen von * endlich sind, uni dasselbe für das zweite 
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Integral zu ersolion, hat man nur zu bedenken, dass man um 
(?o%fco) Gin endliches Flächenstück Wj abscheiden kann, auf dem 
sich cos(i>h) in der Form entwickeln lässt: 

cos (yh) = r • f, 

wo f eine stets endliche Funktion vorstellt. Damit ist der Hilfs- 
satz bewiesen. 

Wir gehen nun zu unserer eigentlichen Aufgabe über und 
nehmen wieder von H, wie in VIb) an, dass es mit seinen ersten 
Ahleitungen auf m eindeutig und stetig ist und endliche zweite 
Abloitimgen hat. Wir können dann die Formel 31) umformen, 
indem wir auf die in dem zweiten Integrale rechts vorkommenden 
Abloitangoü von Flächenpotentialen die Formel 54 ) des I. Teiles 
in Anwendung bringen; es ist nach dieser: 


, . . 8 x cos (rx) , 
C03(vh) dw 


dx\ dx 


\ COS (vh) - g - cos (Hl) COS (vx) (fj, 4 - f^o -f- f...,) 


CH 

W 


-cl« 


I || COS (vh) COS (rx) dw, 


, , . dx COS frv) 

COS (Hl) V^d« 

Oi; r- 


dtj 0 ^) cos(rh) cos (ry) (fjj 4 - 4 - fgg) 

- J ^ -- 


-S|-'cos(,h)cos(.Tj55$id«, 


8 , 


W 


1-2 
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' , V , 0 -/. cos (rz) , 

cos (j^h) dw 

Q.^ i“ 

rL(. 


' ! . , cy-\ cz , , , 

'F I cos (^4i) cos (j^h) cos (vz) (fp 

b \ ^ S / O K 


O'' 

00 


. 1 , , . COS (rj^J , 

TT,, cos ( vn) cos (vz) — -i—C d«, 

■ F" 


Cö 



somit können wir 31) folgendenriafsen schreiben: 


32) 


oW (**ox cos (r^^), 
oh jöh r~ 


0 % d^x d^x 


d(o -h I cos (yh) — 


0';;- 0 ;'- 


d« 


4- 


f -fe ("4) g + ^ (cos (.h)) (cos (.hj) 


Differenzieren wir nochmals nach einer tangentialen Richtung 
h', so wird die Ableitung des ersten Integrales nach dem Hilfs- 
satze endlich sein, die des zweiten Integrales, weil in einem 
endlichen Gebiete um (?o?o^o) cos (Hi) in der Form ent- 
wickelbar ist: 

cos (vh) = r • f, 

wo f eine stets endliche Funktion vorstellt, und die des dritten 
Integrales nach Vb) des 1. Teiles. 

Wir haben somit den folgenden Zusatz zu VI b) erhalten: 

Zusatz zu VIb). Die zweiten tangeiitieiien Ab- 
leitungen von W an der Fläche 00 bleiben unter den in 
VIb) über x gemachten Voraussetzungen stets endlich, 
wenn die Richtungskosinusse der Normalen von « überall 
eindeutige und stetige erste und endliche zweite Ab- 
leitungen haben, Für die End iichkeit aller zweiten Ab- 
leitungen von W an der Fläche 00 muss im allgemeinen 
die Voraussetzung hinzugenonimen werden, dass aiifser 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit der zweiten Ab- 
leitungen von auch die Endlichkeit ihrer dritten 
Ableitungen gesichert sei. 


Vgl. Aiini. S. 196. 
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III. Abschnitt. 

Maximal- und dei 

Poteiitialfiiiiktioiieii . 


1 . Kapitel., 

Die Lage der Maxima und Minima einer Potential- 
funktion. 


Nach Ila) und Ilb) lässt sich jede Potentialfunktion U für 
jeden Punkt (xyz) ihres Gebietes r durch die Gleichung darstellen: 

u (X, y, 2 ) = - 1 r -f- 1“ + L fu d«, 

-in J Oy r 47r J r- ’ 

ft) (jO 

wobei V die in das Gebiet t hineingehende Normale von d» 
voi’stellt. 

^ denken uns wieder 
dco \ um (xyz) als Centrum eine 

Radius R, der 

/ ml 

/ V ^ J y innerhalb r liegt. Es 

{ ^ ist dann U auch eine Potential- 

funktion des Kugelraumes; 

wenn wir auf diese die soeben 
Fig. 56, angegebene Formel anwenden^ 

so folgt: 

ü (X, y, z) = f |L^^+ 1 (ü co^) 

47rJ öl/ r 47r i-ä 

(R) (R) 

wo V die innere Kugelnormale vorstellt. Nun ist hier: 

r = R, 
cos(rp) = l, 

somit folgt, da nach Zusatz zu la): 

j^da, = 0 
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33) U(x,y,z)=^^^^-|'ucla,. 

\r) 

Man spricht diesen Satz gewöhnlich in der Form aus: 

Vn. (Gaufsscher Satz des arithmetischen Mittels.) 
Der Wert einer Potentialfunktion U einer Kugel in 
deren! Centrum ist gleich dem arithmetischen Mittel 
ihrer Randwerte: 



§ 2 . 

Es ergiebt sich aus VII unmittelbar der folgende wichtige 
Zusatz über die Lage der Maxima und Minima einer Potential” 
funktion: 

Zusatz 1 zu VIL Die Maximal- und Minimal werte 
einer Potentialfunktion U eines Gebietes t können sieb 
nur auf der Grenze desselben vorfindeii, falls nicht 
überhaupt ü in dem ganzen Gebiete t konstant ist. 
Bei Potentialfunktionen des Aufsenraumes einer Fläche 
(jo ist dabei zu der Grenze die unendlich ferne Kugel- 
flache hinzuzurechnen. 

Nehmen wir nämlich an, es habe U in einem Punkte (xyz) 
innerhalb t z. B. ein Maximum; 
wir können dann um (xyz) als 
Geiitriim eine Kugel mit einem 
Radius R schlagen, der nur der 
Bedingung genüge, dass die Kugel 
/ ganz in dem Raum % liege. 

/ Es wird bei unserer Voraus- 

/ Setzung für jeden Punkt der 

/ Oberfläche der Kugel die Unglei- 

chung stattfinden : 

ü(?, y,z), 
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somit auch : 

i Ü (I, i) ciw :< 4nr R2 Ü(x, y, z), 

(R) 

und zwar kann das Gleichheitszeichen nur stehen, wenn alle Werte 
von U auf der Kugel = U (x, y, z) sind. Nun besteht aber die 
Gleichung: 

\ K (?, tj. J) dco = 471 U (x, y, z) 

(R) 

thatsächlich nach VII, es müssen also alle Werte von U auf der 
Kugel = ü(x,y, z) sein, d. li. es folgt, bei der Willkürlichkeit von 
Pi, es muss U in der Kugel konstant sein. 

War ü(x, y, z) ein Maximalwert von U, so müssen auch alle 
Werte U{|, J) Maximalwerte von U sein; konstruieren wir daher 
wieder um irgend einen Punkt der Kugelfläche eine neue 
Kugel, die ganz in dem Gebiete z liegt, so muss ü in dieser 
wiederum konstant = ü (x, y, z) sein und so fort; d. h. es muss 
LT im ganzen Gebiete t konstant sein. 

Wir erhielten das gleiche Resultat, wenn wir in (xyz) ein 
Minimum von II angenommen hätten. Damit ist der Zusatz 1 
zu VII bewiesen. 

Bezeichnen wir nun mit K den kleinsten, mit G den gröfsten 
Wert von U an der Grenze, so ist nach dem Zusatz 1 zu VII im 
ganzen Raume z: 

34) K^U^G. 

Ist im besonderen G, so ist hiernach im ganzen Raume z: 

35) U = K=G. 

Wir erhalten so die beiden Sätze: 

Zusatz 2 zu VII. Ist eine Potentialfiinktion an der 
Grenze konstant, so hat sie diesen konstanten Wert in 
ihrem ganzen Gebiete z. 

Zusatz 3'"') zu VIL Wissen wir von zwei Potential- 
funktionen eines Gebietes i:, d'ass sie überall an der 


) Dieses Resultat werden wir später (S. 206) noch auf einem anderen 
Wege gewinnen und als einen besonderen Satz (IX a) aiissprechen. 
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Grenze gleich sind, so müssen dieselben im ganzen Gre- 
biete t übereinstimmen. 

Endlich wollen wir aus Zusatz 1 zu VII noch den folgen;;:.: 
Schluss ziehen: 

Zusatz 4 zu Vn. Ist A" der kleinste, G der gröfste 
Wert einer Potentialfunktion ü eines Gebietes t an der 
Grenze, so wnrd, falls: 

36) JTcG (im strengen Sinne), 

innerhalb des Gebietes t stets die Ungleichung erfüllt 
sein: 

37) ir-<U<cG (im strengen Sinne). 

Wäre nämlich in irgend einem Punkte innerhalb t wirklich: 
Ü = K oder ü = G, 

so würde ü in diesem Punkte ein Minimum oder ein Maximum 
haben, und daraus würde wieder folgen, dass ü überall in dem 
Gebiete z konstant, also K = G sein muss. 


2. Kapitel. 


Das Minimum des Integrales 



% 


§ 1 * 

Es sei z der Innen- oder Aufseiiraum einer geschlossenen, 
stetig gekrümmten Fläche m und F eine Funktion der Stelle 
welche in dem Gebiete z alle Eigenschaften einer Potential- 
funktion haben soll mit der Ausnahme, dass sie nicht der 
Gleichung: 

c-F g-F _ o-F 


ZU genügen braucht, und w^elche an der Fläche w irgend ivelclie 
vorgeschriebeiie Randwerte f annimmt. 

Wir untersuchen das Integral: 



T 
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Wir nehmen an, wir kennen eine Potentialiunktion U des 
Gebietes die an der Fläche m die vorgescliriebenen Werte f 
aiinimmt, und setzen: 

39) F = U-hU'; 

dann hat die Funktion U' in dem Gebiete t wieder alle Eigen- 
schaft eii einer Potentialfanktion, mit der Ausnahme, dass sie 
nicht der Gleichung: 

02 ü' 02 U' 02 U' 

0g2 -^^+^2-0 

ZU genügen braucht, und sie hat an der Fläche m die Werte null. 
Das Integral 38) geht durch die Substitution 39) über in: 


T T ^ T ^ o 0Ü' 8U dü' 0Ü 0U'\ , 

T. _ T, + T,. + 2J ^ d,, 

T 

— Tu + Tü' — 2 Ju' d/ü dr — 2 j ü' dco, 


00 


mit Hilfe einer Umformung nach dem Greenschen Theorem, wobei 
V die in das Gebiet t hineingehende Normale von dw vorstellt. 
Nun ist 

= 0 in dem Gebiete r, 

U' = 0 an der Fläche oo, 

es folgt somit: 

40) Tf = Tü + Tü-, 
und da Tü- stets positiv ist: 


41) Tf^Tu. 

Wir haben so das folgende Resultat erhalten : 

Vin. Ist ü eine Potentialfunktion eines Gebietes t 
und F irgend eine Funktion der Stelle desselben Ge- 
bietes, welche an der Fläche « dieselben Randwerte 
hat, wie U, und alle Eigenschaften einer Potential- 
funktion besitzt mit der Ausnahme, dass sie nicht der 
Laplaceschen Differentialgleichung zu genügen braucht, 
so ist stets: 
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% r 

also ein Minimum der Integrale: 



T 


IV. Absclinitt. 

Die beiden und 'ilire Beliaiidliiiig: 

für den Innen«- und Aiifseiiraniii einer Kiigelflielie. 


1. Kapitel. 

'Die beiden Hauptprobleme und ibre Eindeutigkeit, 

§ 1. 

Bei fast allen Problemen der Potentialtheoine handelt es sich 
«darum, eine Potentialfunktioii des Innen- oder Aufsenraimies einer 
geschlossenen Fläche m zu bestimmen, weiche an der Fläche m 
-bestimmt vorgeschriebene Grenzbedingungen erfüllt; von diesen 
Problemen sind nun die beiden folgenden die wichtigsten: 

1. Das elektrostatische Problem. 

Es soll die Potentialfunktion eines Gebietes % (des 
Aufsenraumes oder Innenraumes einer geschlossenen 
stetig gekrümmten Fläche <») gefunden werden, welche 
.an seiner Grenze vorgeschriebene Werte annimmt. 

2. Das hydrodynamische Problem. 

Es soll die Potentialfunktion eines Gebietes i: (des 
.Aufsenraumes oder Innenraumes einer geschlossenen, 
-stetig gekrümmten Fläche «) gefunden werden, deren 
normale Ableitungen an seiner Grenze vorgeschriebene 
Werte annehmen. 
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Wir haben die beiden Hauptprobleme bereits in einer Form 
gestellt^ in der bereits ihre Eindeutigkeit anticipiert wird, als ob 
nur eine einzige Potentialfunktion vorgeschriebene Werte resp. 
vorgeschriebene normale Ableitungen haben könnte. Wir werden 
aber diese Eindeutigkeit auch thatsächlich zeigen, indem wir die 
folgenden Sätze beweisen: 

IXa) Sind und Lh zwei Potentialfunktionen eines 
Gebietes für welche an der Grenze überall: 


so ist irn ganzen Gebiete t : 

\ = Va. 

IXb) Sind üi undüä zwei Potentialfunktionen eines 
Gebietes r, für welche an der-Gi’enze überall: 

e V j 0 V 2 
cv 


so ist im ganzen Gebiete x: 


Vi = V2 + G, 

wo G eine Konstante vorstellt, die für einen Aufsen- 
raum r gleich null, für einen Innenraum x ganz be- 
liebig ist. 

Zum Beweise dieser beiden Sätze gehen wir von der aus 
dem Greenschen Theorem folgenden Formel : 


(Y6Ü6V 0UeV 01J87\ 
,) Gl 6i7 ”^81 0s / 


cIt = -|ü d« 

m 


aus, die für zwei beliebige Potentialfunktionen U, V des Gebietes x 
gilt. (Man vergleiche S. 182.) 

Es seien nun üi und Ug zwei Potentialfunktionen des Ge- 
bietes X, dann folgt gleiches für die Funktion Uj ~ ü^, und wir 

setzen in 43): 

44) U=V = üi-U2, 



dann ergiebt sich: 

iTf e(üi-u ,) 1 2 j g (U, - u,)] -■ , (d (Uj - u.-,)] 2 

Jb 8? ^ 

fu, cU.,, 


45) 






oder: 


Ist nun überall an der Grenze: 

ü, = üo, 


so folgt aus 45): 
4d, j 


CU; _ cU., 
Cl^ tv 


, ^ |8 (üi-u ai- , ( e(ü, -Uäj i-' 

L^- J ’ I S)? f ‘ i, 8“ j 


dr = Cl 


Links steht eine Summe von lauter positiven Gliedern, sie 
kann also nur verschwinden, wenn ihre Summanden einzeln null 
sind, folglich ist: 

0{ü, ~U2)_0(ü,~-Uo)_0(ü,-U,) ,, 

^ 0j ■ 

oder: 

48) Uj = IJo const, 

im ganzen Gebiete %. 

Ist an der Grenze überall: 

üj == üo, 

so muss die additive Konstante null sein, desgleichen, falls Uj 
und U 2 Potentialfunktionen eines Aufsenraumes sind und an der 
Grenze überall 

Op dp 

ist, da sowohl üj als auch im Unendlichen null sein müssen» 
Sind dagegen üj und Ü 2 Potentialfunktionen eines lonenraumeSy 
so bleibt bei der Grenzbedingung 

^_0U2 

dp dp 

die Konstante in der Formel 48) beliebig. 



§ 3. 

Wir wollen aus dem Satze IXa) noch einige Folgerungen 
ziehen; 

Die erste ist der nach IXa) unmittelbar einleuchtende Zusatz: 

Zusatz 1 zu IXa). Es existiert aufser der Null keine 
Potentialfunktion des unendlichen Raumes. 

Es folgt analog dem Beweise von IXa) und IX b) weiter (+-): 

Zusatz 2 zu IXa). Es sei U eine Funktion der Stelle 
■des unendlichen Raumes, welche im Innern einer ge- 
schlossenen, stetig gekrümmten Fläche w den Charakter 
einer Potentialfunktion des Innenraumes, aufsen den 
Charakter einer Potentialfunktion des Äufsenraumes 
habe, und es sei für jeden Punkt (J^f) der Fläche w: 


49) Ui — üa = X (S, r), i') , 

wenn man mit Ui resp. Üa die inneren und äufseren 
Randwerte von ü an der Fläche w, mit x eine gegebene 
■eindeutige und stetige Funktion der Stelle auf w be- 
zeichnet, Avährend die ersten Ableitungen von U bei 
dem Durchgänge durch « stetig bleiben. Es ist: 

AO) ü = W = — i döj, (V innere Normale von doj), 

m 


die einzige Funktion, die den genannten Bedingungen 
■entsprechen kann. 

Zusatz 3 zu IXa). Es sei U eine Funktion der Stelle 
des unendlichen Raumes, welche im Innern, einer ge- 
schlossenen, stetig gekrümmten Fläche m den Charakter 
einer Potentialfunktion des Innenraumes, aufsen den 
Charakter einer Potentialfunktion des Aufs enraiinies 
habe, und es sei für jeden Punkt der Fläche 



! 9üi 

0Ü 

.51) 

a 

j 8v i 

■wenn man 

mit 

•von 

ü an 

der 


innere Normale von d«), 


|dU 

i 0^ 


resp. 


0ÜI 
01 ^ . 


die normalen Ableitungen 


^eindeutige und stetige und mit seinen ersten Ab- 
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leiUingeri eiidliche Funktion der Stelle auf o) bezeicliiiet, 
während U selbst bei dem Durchgänge durch m stetig 
bieibt. Es ist: 

52) U = 

47rJ r 

&) 

die einzige Funktion, die den genannten Bedingungen 
entsprechen kann. 

2. Kapitel. 

Behandlung der beiden Hauptprobleme für den 
Innen- und Aufsenraum einer Kugelfläebe. 

§ 1 - 

Es sei f eine Funktion der Stelle auf einer Kiigelfläche mit 
dem Radius R; wir setzen voraus, dass dieselbe auf der Kugel- 
fläclie überall eindeutig und stetig ist. Wir suchen die beiden 
folgenden Probleme zu lösen: 

1. Die Potentialfunktion ü des Innen- oder Aurseiiraiimes 
der Kugelfläclie zu finden, welche an der Kugelfläche die vor- 
geschriebenen Werte: 

53) ü = f 

annimmt. 

2. Die Potentialfunktion ü des Innen- oder Äufseiiraumes 
der Kugelfläche zu finden, welche an der Kugelfläche die vor- 
geschrlebenen normalen Ableitungen: 

annimmt^ wobei wir unter p jetzt stets die inneren Normalen der 
Kugelfläche verstehen wollen. 

§ 2 . 

Wir behandeln zunächst das erstere, das elektrostatische 
Problem für den einfachen Fall, dass die Funktion f eine all- 
gemeine Kugelfunktion nter Ordnung ist: . 

______ 55) f == fn (a, b, c). *) 

*) Wir bezeiclinen mit a,b, c wie firülier für einen Punkt der 

Kugelfläche die Eichtungskosinusse der Eichtling: 

Kugelcentmm ^ 


Kom, PotentiaMeorie. 


14 
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In diesem Falle können wir sofort die Lösung des elektro- 
statischen Problems angeben: 

Xa) Die Potentialfunktion U des Innenraumes, 
welche an der Kugelfläche (R) die Werte einer all- 
gemeinen Kugelfunktion nter Ordnung annimmt: 

56) U = fn (a, b, c), 

ist: 

57) Ui (x, j, z) = f« (cos (rj x), cos (Cj y), cos (r, z)) ( j 

wenn die Entfernung und Riclitiing- 
Kugelcentrum — >-(xyz) 

vorstellL 

Die Potentialfunktion ü des Aufsenraumes, welche 
an der Kugelfläche (R) die Werte einer allgemeinen 
Kugelfunktion nter Ordnung annimmt: 

58) U = fn (a, b, c), 

ist: 

59) Ua (x, y, z) = f„ (cos (rj x), cos (r, y), cos (i’i z)} 
wenn rj wiederum die Entfernung und Richtung: 


Kugelcentrum- — v(xyz) 

Torstellt. 

Die Funktionen 57) und 59) haben alle Eigenschaften von 
Potentialfunktionen und nehmen an der Kugelfläche, also für: 


thatsächlich die Werte: 
an. 


Ti = R 

fn (a, b, c) 


§ 3- 

Wir können die Lösungen 57) und 59) noch etwas anders 
schreiben : 

4^R J r ’ 

(R) 


60 )Ui = i[fn^^d« 


(R) 


61 ) üa = - 


L C 
2/rJ 

(R) 


cos (ry) 


r- 


dco - 


47I:R 

(R) 
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es hat nämlich nach VIII b) des II. Teiles das Integral: 

62 ) W= 

(R) 

für innere resp. äufsere Punkte (xyz) die Werte: 

63) Wi = An fu (cos (pj x), cos (r, y), cos (Pi z)) , 

64) Wa = -47i:^-^-f„(cos(riX), cos(rjy), cos(riZ))[^j ’’ ; 

und es hat nach Villa) des 11. Teiles das Integral: 

65)V = Jf,^ 

(R) 

für innere resp. äufsere Punkte (xyz) die Werte: 

66) Vi = 47rR ^-^-jfa(cos(riX), cos(r,y), cos(riz)) , 

1 / x/R\^ + l 

67) Va = 4jr R ^ fn (cos (r,x), cos (rjy), cos (rjz)) (— j • 

Setzt man die Werte 63) und 66) in 60) und die Werte 64) 
und 67) in 61) ein, so gehen die Formeln 60) und 61) in die 
früheren 57) und 59) über. 

Wir können nun nach Zusatz 2 zu VI des II. Teiles jede Funk- 
tion f der Stelle welche den Bedingungen des Satzes Va) 

(der Sätze Vb oder Vc) genügt, in eine nach Kugelfunktionen fort- 
schreitende Reihe entwickeln, und es werden daher die Potential- 
funktionen des Aufsen- und Innenraumes, die an der Kugelfläche 
die Werte f annehmen, nach 60), 61) darstellbar sein resp. durch 
die Formeln: 


68) TJ 

r._ 1 Cf 

.cos(r,^) 

3 1 

HD 1 

^ 

«-H 

(R) 

o ULW 

r^ 

471 RJ r 

(R) 

69) Ua 

_ 1 ( 

‘ cosCrv) 


2^J 

1 „ uco 

r^ 

^47rRj r 


falls diese Funktionen alle Eigenschaften von Potentialfunktionen 
besitzen. 



l)a£ FU-suilal ist natürlich wieder nur dann streng, falls dif 

i\, dw h, coäfrr) 

1 1 — lind 1 1 — 
j r r- 

(Rj (R) 


die Id von Funktionen besitzen, die sieb nach all- 
gemeiner: .K:.::e!:’e:nkd entwickeln lassen, also in jedem Falle 
iiaeh Zusatz zu Va) des II. Teiles und Vb), IVe) des L Teiles^ 
weriii f mit seinen ersten Ableitungen auf (R) eindeutig und stetig 
ii!:d in;!: seinen zweiten Zb: endlich ist. 

•Xaca Via) und Vlbf haben nun üi und üa auch die Eigen- 
sciialten von Poteritiali\inktionen, falls f mit seinen ersten Ab- 
!ei:iv:_ auf fRj eindeutig und stetig ist und endliche zweite 
Ai.Idduuv:: hat. 

Wir so zu dem Resultate: 

Zusatz ZI! Xaj. Die Po tential funktlonen des Iniieii“ 
resp. Aiifsenraiimes einer Kiigelfläche (R), welche an 
iier Kogelfläciie gegebene Werte f annelimen, sind: 


(R) 


1 0 cos(r>') 


r- 


act}- 


dcö 


471 R 

(R) 


u. 


r- 47rR ) 

(R) (R) 


dft) 

— '1 

r 


ialis t mit seinen ersten Ableitungen eindeutig und 
stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 

Mit Hilfe der Methode von C. Neuniann, die wir im IV. und V. Teile 
weseiitlieh verailgememert betrachten werden, lässt sich die Existenz der 

1 vtenaa’fimlvtionen iiod unter viel allgemeineren Bediriguiio'e?^ be- 
weisen. 


ö 

^ behandeln nun auch das hydrodynamische Problem für 

oen einfachen Fall, dass die Funktion f, der die normale Ab- 
leimng der gesuchten Potentialfunktion U an der Eugelfläche 
gleich werden soll, eine allgemeine Kugelfunktion nt er Ordnung ist 

Wr können dann auch sofort die Lösung des hydrodynamischen 

liODlems angeben: 
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Xb) Die Potentialfunktion des Innenraiimes, welche' 
an der Kugelfläche die normalen Ableitungen:'^) 

fn(a, b, c) 

besitzt^ kann sich von der Funktion: 

R. \ f T 

70) Üi(x, y, z) = - f„ (cos (rjx), cos (FiY), cos (fiz)) J 

nur um eine (im übrigen willkürliche) Konstante unter- 
scheiden. 

Die Potentialfunktion des Aufsenr aumes, welche 
an der Kugelfläche die normalen Ableitungen: 


fa(a, b, c) 

besitzt, ist: 

71) Ua(x, y, 2 ) = fn(cos(rix), cos(r,y), cos(riZ))(5j , 

wenn ri immer die Entfernung und Richtung: 

Kugelcentrum — ^ (xyz) 

vorstellt. 

Eine so einfache Ausdehnung des Satzes Xb) auf die Lösung des 
allgemeinen hydrodynamischen Problems, wie die des Satzes Xa) auf die 
Lösung des allgemeinen elektrostatischen Problemes ist nicht möglich, es 
lässt sich jedoch wieder für die Kugelfläche sowohl, als auch in viel all- 
gemeineren Fällen die Existenz der Uj und Uj^ mit Hilfe der Methoden 
von C. Neumann und Kobin beweisen, die wir im V. Teile wesentlich 
verallgemeinert betrachten werden. 

Wir werden, wie wir nunmehr zeigen werden, mit Pliife einer Er- 
weiterung des Begriffes der Potentialfunk tioii (Teil IV) im stände sein, 
das elektrostatische und hydrodynamische Problem unter sehr allgemeinen 
Bedingungen zu lösen. (Teil V.) 


D Da wir jetzt stets v als die inneren Normalen der Kugelfläche aiif- 
fassen, ist die normale Ableitung von U 

= an der Kugelfläche (R). 


IV. Teil 


der 


js. 


511 




SSil 


L Abschnitt. 


Befliiition 
ilire Barst 


der 


-w..-.. . J: Cb.... 


eü'iiiü' als O-herfilielieMMtegFale und die 

Lage ihrer extremen Werte. 


1. Kapitel. 

Definition der allgemeinen Potentialfunktionen. 

§ 1 - 

Wir werden es in diesem Teile wiederum mit Funktionen U 
des Innen- und Aufsenraumes einer geschlossenen Fläche « zu 
ihun haben: die Fläche m soll nun aber wieder den allgemeineren 
Charakter haben, wie er durch die Festsetzungen in den ein- 
leitenden Bemerkungen*) festgelegt wurde. Die als abteilungsweise 
eindeutig und stetig anzunehmenden Randwerte solcher Funk- 
tionen des Innen- und Aufsenraumes von « bezeichnen wir in 
diesem Teile stets mit f und die Kurven, durch welche oy in 
Fiächenteile zerlegt wird, auf denen 

f, cosIj/x), coslvy), cos(j/z) 

eindeutig und stetig sind, als die Trennungskurven**) der Fläche m 
in bezug auf die Randwerte f oder kurz als die Trennungskurven 
von w. Nach diesen Festsetzungen sprechen wir die folgenden 
Definitionen aus: 


*) Bei Berücksichtigung des Kleingedruckten. 

■«) Wir werden später zu diesen Trennungskurven auch die Kurven 
hmzurechnen, in denen die ersten Ableitungen von f unstetig sind. 
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§ 2 . 


Definition 1. Eine Funktion U der Stelle (xyz) des 
Innenraumes t einer geschlossenen Fläche m soll eine 
allgemeine Potentialfunktion dieses Innenraumes % ge- 
nannt werden, wenn 

1. ü in dem ganzen Gebiete t im allgemeinen ein- 
deutig und stetig ist und zwar eindeutig und stetig in 
dem ganzen Gebiete t, solange man sich in endlicher 
Entfernung von einer endlichen Anzahl von Trenniings- 
kurven hält; wenn 

2. sämmtliche Ableitungen von ü innerhalb r ein- 
deutig und stetig sind, und wenn 

3. im ganzen Raume t die Differentialgleichung: 


erfüllt ist. 


02U g2ü 




§ 3. 

Definition 2. Eine Funktion U der Stelle (xyz) des 
Aufsenraumes z einer geschlossenen Fläche co soll eine 
allgemeine Potentialfunktion dieses Aufsenraumes t 
genannt werden, wenn U die den obengenannten drei 
Bedingungen entsprechenden Bedingungen erfüllt und 
in Punkten, welche eine genügend grofse Entfernung P 
von einem im Endlichen gelegenen Punkte besitzen, 
den Gleichungen, genügt: 


2) 


ü = 



D, 

= Djl, 


3) 






wo- D, Dl, Dg, Dg Gröfseii' vorstellen, die. ■ durch Ver- 
gröfserung von P unter jeden- beliebigen Kleinheits- 
grad herabgedrückt werden können. 


Wir werdeu in diesem Teile die folgende Aufgabe lösen: 
Wir werden zeigen, dass wir stets eine allgemeine Potential- 
funktion des Innenraumes sowohl, als auch des Aufsenraumes von w 
angeben können, welche im ganzen Innen- resp. Aufsenraume 
eindeutig und stetig sind und an der Fläche « die vorgeschriebenen 
'^Verte f annehmen, wenn f den folgenden Bedingungen genügt : 

Es sei eine geschlossene Fläche, die ganz innerhalb « 
liegt (üäa' eine geschlossene Fläche von solcher Beschaffenheit, 
dass m ganz innerhalb «a' liegt), und wir kennen eine Funktion F 
üer Stelle, welche in dem von a und (a{ (w und coa') begrenzten 
Raume mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig ist xind 
endliche zweite Abl?;‘u;-rer; hat, und welche an der Fläche m 
die Randwerte f besitzt. Die Flächen w/ {w^) können dabei der 
Fläche äj beliebig nahe liegen. 

Wir werden ferner einige wichtige Modifikationen und Ver- 
dieser Bedingungen kennen lernen. 


2. Kapitel. 

Die Darstellung der allgemeinen Potentialfunktionen 
als OberSäcksnintegrale. 

§ 1 - 

Die Sätze I bis \ des III. Teiles, welche für Potential- 
runktionen und stetig gekrümmte Flächen ua abgeleitet wurden, 
sind ohne Weiteres auch auf den Fall auszudehnen, dass die 
t unktionen 

COS(»'X), C0S(J7), COS(»'Z) 

auf M nur abteilungsweise stetig sind, dagegen ist ihre Ausdehnung 
aut den Fall, dass die Funktionen ü allgemeine Potentialfunktionen 
sind, nicht mehr allgemein zulässig. Denken wir uns indessen 
eme geschlossene Fläche <, die ganz innerhalb « liegt, so ist 
eine allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von « eine 
Potentialfunktion des Innenraumes von «/, und denken wir 
uns eine geschlossene Fläche so, dass «ganz innerhalb «/ 
hegt, so ist eine allpmeine Potentialfunktion des Aufsenraumes 
\on “eine Potentialfunktion des Aufsenraumes von «a', und 
wir können nach diesen Bemerkungen die uns hier zunächst 



interessierenden Sätze II und III des IIL Teiles in folgender Weise 
auf allgemeine Potentialfunktionen ausdehnen: 

la) Jede allgemeine Potentialfunktion ü des Innen- 
raumes t einer geschlossenen Fläche m lässt sich an 
jeder Stelle (xyz) innerhalb z durch die Formel dar- 
stellen: 


4 a) 


J pUdw 
47rJ dl/ r 

Oli 


1 r cosM 
47rJ r2 

Mi' 


äm. 


Dabei bedeutet irgend eine innerhalb z ver- 
laufende, den Punkt (xyz) in ihrem Innenraum enthal- 
tende geschlossene Fläche, äoi ein Element derselben 
mit der inneren Normale p und r die Entfernung und 
Richtung: 

dö) — -V (xyz). 


Ib) Jede allgemeine Potentialfunktion U des Aufsen- 
raumes z einer geschlossenen Fläche « lässt sich an 
jeder. Stelle (xyz) innerhalb z durch die Formel dar- 
stellen: 


4b) U = - 


47rJ dp r 


1 f^,cos(rv) 


dtö. 


Dabei bedeutet «a' irgend eine ca uraschliefsende, 
ganz innerhalb z verlaufende und den Punkt (xyz) in 
ihrem Aufsenraum enthaltende geschlossene Fläche, 
d« ein Element derselben mit der äufseren Normale p 
und r die Entfernung und Richtung: 


doo — (xyz). 


Ic) Ist U eine allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes einer geschlossenen Fläche w, so ist für 
jeden Punkt (xyz) des Aufsenraumes: 


4c) 0-~- 


Afu 

47rJ dp r 4:Trj 

Wi o){ 


cos (yp) 


dw, 


bei denselben Bezeichnungen, wie in Satz la). 

Id) Ist U eine allgemeine Potentialfunktion des 
AuTsenraumes einer geschlossenen Fläche so ist für 
jeden Punkt (xyz) des Innenraumes: 



4dl 0 = 


1 TcU do) 
4 rr ■ 01^ r 


Afr 

47rJ "'r' 


dw, 


«a' 


bei denselben Bezeichnungen, wie im Satze Ib)» 


S 9 


Wir werden 


£0. 


ira folgenden 
dieselben von 


itets, wenn wir von den Flächen 
einer ganz bestimmten Form an- 
nehmen, jede derselben be- 
stehend aus Teilen einer ring- 
förmigen Fläche von solcher 
Beschaffenheit, dass jede Nor- 
malebene der Trennungskurven 
aus derselben einen Kreis von 
dem (beliebig kleinen) Radius q 
ausschneidet^ und Flächen, 
welche von den stetig ge- 
krümmten Flächenteilen von m 
den (beliebig kleinen) kürzesten 
Abstand r haben. 

Mit Rücksicht auf diese 
Festsetzung w^erden wir von je zwei Teilen der Flächen ooi 
und «a' einem ringförmigen Teile (^) und, , einem 

zweiten Teile (r), den wir als die Parallelfläche zu « bezeichnen 
wollen. 



Für den Fall, dass die Tremiungskurven nicht stetig gekrümmt 
sind, sondern Trennungspunkte besitzen, oder falls mehrere Teile 
der Tr:,:',;'.,:.u::rsV:':'Vvr. in einem Punkte zusammenlaiifeDj wird die 
ringförmige Fläche (q) auf der einen Seite von m durch eine 
kleine Kugelkalotte mit dem Radius ^ um den betreffenden Punkt 
als Centrum zu ergänzen sein; wir werden uns bei den folgenden 
Untersuchungen im Wortlaut nur an stetig' gekrümmte Trennungs- 
kiirven halten: die Ausdolmung auf den allgemeinen Fall dürfte 
wohl eine besondere, ausführliche Behandlung nicht benötigen. 

Zusatz zu la) bis Id). Wir nehmen an,- wir wüssten 
von den allgemeinen Potentialfunktionen Ui und Ua des 
Innen- resp. Aufsenraumes, dass an der Fläche m in 
endliclien Entfernungen' von den Tremiungskurven ihr e 
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normalen Ableitungen endlich sind und dass bei 
genügender Annäherung an die TrennuogskurYen: 

5a) ely = ^(e), 

und bei genügender Annäherung des variabeln Punktes 
auf einer Fläche o)', welche mit co eine Trennungskiirve 
gemein hat und m überall unter von null verschiedenen 
Winkeln 6 schneidet, an einen Punkt dieser Kurve: 


WO Q resp. q' die kürzesten Entfernungen von den Tren» 
nungskurven vorstellen, h' irgend eine tangentiale Rich- 
tung von m' und J (^), Gröfsen, die durch Verkleinerung 
von Q resp. unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt 
werden können; in diesem Falle gelten die Formeln: 


6a) 


6b) 


jj 1 füUidft) 1 f cosfrv), 

"‘"-sjvT + isJ'’' -p'-'ä“' 


CO 


^ 1 0Uadw 1 cos(r?^) , 

(j = _ {_ u 

4:71: j dp r 4n J r^ 



00 


00 

°‘-s' 

) dv r 

47r 


CO 



" 0Ui d« 

1 6v r 

_±| 
47r J 

t/ 

1 

m 

M 



im ganzen 
Innenraume, 


im ganzen 
Aufsenraume, 


wenn v die innere Normale von do) vorstelit. 

In diesem Falle können wir nämlich bei den Formeln 4a) 
bis 4d) zur Grenze übergehen; mit abnehmendem r und q konver- 
gieren die Integrale über die Ringflächen (^) zu null(^^), die Integrale 
über die Parallelflächen (r), die in die Integrale über m übergehen, 
zu endlichen Grenzwerten. ■ ■ 


Und zwar bei genügend kleinem 6; 
, 0Lh D(e') . 0U^ 


5 c) q 


D(e') 


0h' 


0h' 


sin 6 


(X < 1). 


O ! t -1 

O, 

Die Lage der Maxinia lind Minima einer allgemeinen 

Potentialfunktiom 

i- 

Da jede allgemeine Poteniiaifunktion des Innen- oder Aiifsen- 
raaiijes von m eine Poteiitiaifuakiion irgend eines Gebietes ist^ 
das: ganz innerhalb des Innen- oder x4ufsenraümes von m liegt,, 
Mqt ans Salz VII des IIL Teiles: 

li. liie Maximal- und Minimalwerte einer allgemeinen 
Potentialfunktion U des Innen- oder Aufsenraum es 
von ü) können nicht in endlicher Entfernung von 
liegen, falls U nicht überhaupt in endlicher Entfernung 
von m konstant ist. 

§ 2. 

Aus diesem Satze ergeben sich, falls wir wissen, dass U im 
ganzen Innen- resp. Aulsenraiim eindeutig und stetig"^) ist, die 
beiden F ~ ’ ger:::: g:-.: : 

Zusatz 1 zu II. Ist K der kleinste, G der gröfste 
Piaiidwert einer allgemeinen Potentialfiinktion U des 
Innen- oder Aufseiiraumes von oj, die im ganzen Innen- 
oder Aiifseiiraume eindeutig und stetig ist, so ist im 
ganzen Innen- oder Aiifsenraume: 

7 a) K < ü < G, 

und zwar gilt in endlicher Entfernung von w die Un- 
gleiciiung in strengem Sinne, falls K •< G (in strengem 

Sinne). 

Zusatz 2 zu 11. Sind üj und zwei allgemeine- 
Poten tialt unkti onen des Innenraumes (Aufsenraumes) 
\oii öl, die im ganzen Innenraume (Aufsenraume) ein- 
deutig und stetig sind, und ist an der Fläche m: 

7b) = 

so besieht diese Gleichung im ganzen Inneiiraume 

(Aiifsenraume). 


D Wir werden solche Funktiönen ü als stetige, allgemeine Potential- 
lanktioiien des innen- resp. Anlsenraumes bezeichnen. 



11. Al^scliuitt. 


Die T uml die yj;::: 

W einer ge^cMosseiieii Ty;';:!.:; m als aüfsrEez’t- 
Poy'r'.:'''':.’f:...yy:'j:)neii des Innen- und Aiifseiii*aiinies. 


1. Kapitel. 

Die FläoKenpotszitiale V einer geschlossenen Fläche w 
als allgemeine Potentialfunktionen des Innen- und 
Aufsenraumes. 

§ 1 - 

Wir können den folgenden Satz aussprechen: 
lila) Jedes Flächenpotential der geschlossenen 
Fläche <ö: 



CiU 


ist jedenfalls eine stetige, allgemeine Potentialfunktioii 
des Innen- und Aufsenraumes, wenn wir über H die 
Voraussetzung machen, dass es auf oo eindeutig und 
stetig^) ist. 

Es folgt dies ohne weiteres aus den Sätzen la) bis Ic) und 
Va) des L Teiles. 


§ 2. 

Es sei weiter F eine Funktion der Steile (xyz) des Inneo- 
oder Aufsenraumes von w, welche alle Eigenschaften einer all- 
gemeinen Potentialfunktioii hat, mit der Ausnahme, dass sie der" 
Laplaceschen Gleichung nicht zu genügen braucht; es soll ferner: 

9) F = V an der Fläche m 
sein. Wir untersuchen das Integral: 


'••) Obwohl wir die Bedingungen für H viel allgemeiner fassen können, 
sprechen wir den Satz in dieser Form aus, in der er zunächst für unsere 
Zwecke genügt. 


wo j den Iniienraum der Fiäche «i' resp. den Aiilsenraiiiii der 
Fkiche Torsiellt. 

Wir setzen: 

11) F^V-t-V^ 

dann liat die Funktion V' alle Eigenschaften einer allgemeineri 
PoteritialfunMioo. mit der Ausnahme, dass sie der Laplaceschen 
Gleichung nicht zu genügen braucht, und es ist: 

12) T' = 0 an der Fläche oo. 

Dorcli die Substitution 11) geht Tp über in: 

dV dV' dV 0V' dV dYl , 

-- — u — . -j- ~ ^ 

€x cx cy cy oz dz 


13j TV = Tv~TV--2 


Nun ist, nach einer Umformung mit Hilfe des Greenschen 

Theorems : 


I 


oV 

CX 0x 


h— ih -;r— — dr == — 1 V -5 — dw *) 

X cy cy cz cz J j 


14) 


m 


-J 


YJY dz, 


= — V ^d<a, 

J 0»' 


da ^/¥ == 0 ist, somit : 

15) Tf = T'v + TV-2Jv 


dy 


d«. 


Das Flächenintegral rechts teilt sich in zwei Teile, über die 
Paralieliäche (r) zu m und die ringförmige Fläche (^); nehmen wir 


"’■) r ist liier die in das Gebiet 7 hinemgehende Normale von dw. 



im }3esoncleren die Fläche oo als stetig gekrümmt an^ so ist m' 
mit der Parallelfläche (r) identisch, und es kann das Flächen- 
'integral durch Verkleinerung von r unter jeden Kleinheitsgrad 
herabgedrückt werden, da V mit abnehmendem r zu null kon- 
vergiert. '•') Andererseits hat TV, felis nicht im ganzen Raume 

V' = 0 


ist, einen von null verschiedenen, j)ositiven Wert, der durch 
Ausdehnung des Gebietes z' nur vergröfsert werden kann; es 
folgt daraus, dass wir durch genügende Annäherung von an c» 
stets die Ungleichung: 


erreichen können. 
IV a) Ist 


16) T'f^T'v 


- 

J r 


ein Flächenpotential der geschlossenen, stetig ge- 
krümmten Fläche €ö, in welchem die Funktion H auf m 
eindeutig und stetig ist, ist ferner F irgend eine Funktion 
der Stelle (xyz) des Innen- oder Aufsenraumes z von 00 , 
welche alle Eigenschaften einer allgemeinen Pot ential- 
funktion hat, mit der Ausnahme, dass sie der Laplace- 
schen Gleichung nicht zu genügen braucht, und die an 
der Fläche (0 die Randwerte: 

17) F=V 


hat, so können wir stets die Ungleichung: 



dadurch erreichen, dass wir die Oberfläche genügend 
nahe an die Oberfläche w heranrücken lassen. 


Während g- endlich bleibt. Vgl. Beweis des Hilfssatzes S. 193. 
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2. Kapitel. 

Die Fläclienintegrale W einer gescMossenen Fläche « 
als allgemeine Potentialfunktionen des Innen- und 
Aufsenraumes. 

§ 1 - 

Wir können den folgenden Satz aussprechen: 
nib) Jedes Fiächenintegrai über die geschlossene 
Fläche cö: 

19) 

V ^ 

CO 

ist eine stetigej allgemeine Po ten tialfunktion deslnnen- 
und Aufsenraumes, wenn wir über x lediglich die Voraus - 
Setzung machen, dass es auf oo eindeutig und stetig ist. 

Es folgt dies ohne weiteres aus den Sätzen la) bis Ic) und 
Vb) des L Teiles. 

§ 2 . 

Wir machen nunmehr über y. noch die Voraussetzung, dass 
seine ersten Ableitungen auf w eindeutig und stetig, die zweiten 
Ableitungen überall endlich sind, solange man sich in endlicher 
Entfernung von einer endlichen Anzahl von Trennungskurven 
hält, während bei genügender Annäherung an dieselben die 
Relationen bestehen: 

20) e| = D(e), = 

CO 

wo Q die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes von den 
Trennungskurven , h irgend eine tangentiale Richtung vorstellt 
und 0(5), J{q) Grötsen, die durch Verkleinerung von q unter 
jeden ’ herabgedrückt werden können. 

Das Flächenintegral W besitzt bei unseren Annahmen alle 
Eigenschaften, die die Voraussetzung des Satzes Villa) im I. Teile 
und des Zusatzes 4 zu demselben in Anm. P) bilden. 

Es ergiebt sich mit Hilfe derselben!*®} für eine beliebige 
Fläche m in analoger Weise, wie wir den Satz IVa) abgeleitet 
haben, die Ableitung des folgenden Satzes: 
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f 




IFb) Ist in dem 
schlosseile Fläche w: 

W 


Flächenintegrale 



cos(rv) , 


0) 


über die ge- 


die Funktion k auf o) eindeutig und stetig, sind ihre 
ersten Ableitungen eindeutig und stetig, die zweiten 
Ableitungen endlich(‘^‘), solange man sich in endlicher 
Entfernung von den Trennungskurven der Fläche in 
bezug auf die Funktion x hält, während bei genügender 
Annäherung an dieselben die Relationen bestehen: 


cx 

' 0h ' 


D(e), 




00 


wo Q die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes 
von den Trennungskurven, h irgend eine tangentiale 
Richtung und D(^), J(q) Gröfsen vorstellen, die durch 
Verkleinerung von q unter jeden Kleinlieitsgrad herab- 
gedrückt werden können; ist ferner F irgend eine Funk- 
tion derStelle (xyz) des Innen - oder Aufsenraunies t von 
welche alle Eigenschaften einer allgemeinen Poten- 
tialfunktion hat, mit der Ausnahme, dass sie der La- 
placeschen Gleichung nicht zu genügen braucht, und 
die an der Fläche oo die Randwerte: 


F = W 


hat, so können wir stets die üngleicliuiig; 



dadurch erreichen, dass wir die Oberfläche m' genügend 
nahe an die Oberfläche oo heranrücken lassen. 


§ 3 - 

Bei den Voraussetzungen des Satzes IV b) hat das Integral TV 
einen bestimmten endlichen Grenzwert: 






-1 




m 


Korn, Potentialtlieorie. 


15 
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in gleicher Weise hat bei den Voraussetzungen des Satzes IV a) 
stets T'v einen bestimmten, endlichen Grenzwert: 



Wir können infolgedessen die beiden Sätze IVa) und IVb) 
folgendermatsen zusammenfassen : 

IVc) Ist P irgend eine Funktion der Stelle (xyz) des 
Innen- oder Aufsenraumes einer geschlossenen, stetig 
gekrümmten Fläche «, welche alle Eigenschaften einer- 
allgemeinen Potentialfunktion hat, mit der Ausnahme, 
dass sie der Laplaceschen Gleichung nicht zu genügen 
braucht, und welche an der Fläche w dieselben Rand- 
werte, wie die Funktion; 

, „ r JVdtö C cos(vv) , 

24) L = Ci \ — + C2 J z 

(ü m 


besitzt, in der Cj und C 2 gegebene endliche Konstanten^ 
H und X eindeutige und stetige Funktionen der Stelle 
auf m Yors teilen; und wissen wir, dass die ersten 
Ableitungen von x eindeutig und stetig, die zweiten 
endlic'li(^") sind, solange wir uns in endlichen Ent- 
feriiiiiigen von einer endlichen Anzahl von TrennungS'** 
kurven der Fläche c& halten, während bei genügender 
Annäherung an dieselben die Relationen bestehen: 






m 


wo e die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes 
von den Trennungskurven, h irgend eine tangentiale 
Richtung vorstellt und D(e), -d'Ce) Gröfsen, die durch Ver- 
kleinerung von Q unter jeden Eieinheitsgrad herab- 
gedrückt werden können, so ist das einen bestimmten 
endlichen Wert besitzende Integral: 



wenn anders dem Integral: 
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ü}3erliaiipt ein bestimmter endlicher Grenzwert: 



% 


ziikomrnt. 

Ist so gilt der Satz für beliebige geschlossene 

Flächen co. 


IlL Abschnitt. 

üFitöFSiichtiiigeii für den Iimeii- und 
einer Kugelfläclie. 




1. Kapitel. 

Die Lösung des Hauptproblems für den Innen- und 
Aufsenraum einer Kugelfläclie. 

§ 1 . 

Wir denken uns eine Kugelfläche mit dem Radius R und 
auf derselben eine Funktion f ausgebreitet, die überall auf der 
Kugelfläche (R) eindeutig und stetig ist; es mögen aber auf 
der Kugelfläche eine endliche Anzahl von Trennungskurven vor- 
handen sein, von solcher Beschaffenheit, dass in endlichen Ent- 
fernungen von denselben die ersten Ableitungen von f eindeutig 
und stetig, die zweiten Ableitungen endlich sind, während bei 
genügender Annäherung an die Trennungskurven die Relationen: 

27) e|=D(9), e|-jf?^da, = ^(e)(«) 

(R) 

erfüllt sind, wo q die kürzeste Entfernung des betreffenden 
Punktes von den Trennungskurven, h irgend eine ’ tangentiale 
Pachtung vorstellt und D($), Gröfsen, die durch Verkleinerung 
von q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 

Die Funktion f ist jedenfalls (nach Vc des IL Teiles) nach 
allgemeinen Kiigelfunktionen fn entwickelbar: 


und es sind daher: 


2S) 

I) 





..r:!:' allgemeine Potentlalfunktiom welche an der Fläche m die 
vorgeschriebeoen Werte f annehmen, wenn wir wie im IL Teile 
unter bj, €%_ die Richtungskosinusse der Richtung 
Centrum — (xyz), 

mit Fi die Centraldistanz von (xyz) bezeichnen, und mit a, b, c 
die Werte von a^, b^, Cj, sobald der Punkt (xyz) auf der inneren 
oder äiilseren Seite der Kugelfläche selbst liegt. 


§ 2 . 


W^ir können (genau wie im IIL Teile S. 212) üi und IJa in der 
Form darsiellen: 


30) 


fr 


r- ^ 

4frRj 

(R) 

(R) 

ir-fcosM 

h ^ f- 

27r1 r'^ 

47rRj 

(R) 

(R) 


da bei unseren Voraussetzungen über f diese Funktionen auf jeder 
Xugc!f.‘hahc' (Fi) nach allgemeinen Kugelfunktionen entwickelbar 
sind,^') und die so entstehenden Reihen stimmen eben mit den 
Reihen 29) überein. 

Die Funktionen SO) erfüllen nun die Voraussetzung des 
Satzes IVc) und wir können folgendes Resultat aussprechen: 

V. Ist f eine eindeutige und stetige Funktion der 
Stelle auf der Kugeifläclie, deren erste Ableitungen 
eindeutig und stetig, und deren zweite Ableitungen 

*) Nach V c) des IL Teiles unter BenützuDg von Villa) des I.’ Teiles 
uad Anm. (-^ (Zusatz 3 zu Vlllb). 
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endlicli(^'') sind, solange man sich in encliichen Entfer- 
nungen von einer endlichen Anzahl von Trennungs- 
kurven hält, während bei genügender Annäherung an. 
dieselben die Relationen: 


0 f c 


f 


cos (r^) 




(R) 

erfüllt sind, wo q die kürzeste Entfernung des betreffen- 
den Punktes von den Trennungskurven, h irgend eine 
tangentiale Richtung und D(^), J{q) Gröfsen vorsteilen^ 
die durch Verkleinerung von q unter jeden Kleinheits- 
grad herabgedrükt werden können, so sind die Funk- 
tionen der Stelle (xyz), (riaibiCi): 

Ui = fji (Ui, bj, cj , 

0 ' ^ 


üa = 2nf„(ai,b„C.) - . 

in denen: 

ln (ö-i? t)l7 ^l) ~ ^^1^2 J ^ ^ d" bbj 4- CC|) dco, 

(R) 

stetige, allgemeine Potentialfunktionen resp. des Innen- 
und Aufsenr aumes der Kugelfläche, welche an der 
Kiigelfläche die Werte f annehmen. 

Ist F irgend eine andere Funktion der Stelle (xyz) 
des Innen- oder Aufsenraumes, die alle Eigenschaften 
einer allgemeinen Potentialfunktion hat, mit der Aus- 
nahme, dass sie der Laplaceschen Gleichung nicht zu 
genügen braucht, und welche an der Kugelfläche die 
Randwerte f anninimt, so erfüllen die beiden Integrale:^) 



Tj sei der Innenraum, der Aufsenraam der Kugeifläclio. 
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die beide ganz bestimmte endliche Werte haben, die 
Ungleichungen: 



i H 

v.'enn anders die Integrale: 



bei Annäherung der Flächen «i' w/ an die Kugelfläche (R) 
■" !: erhaupt bestimmte endliche Grenzwerte haben. 

Bemerkung. Die zweite Voraussetzung 27) kann fort- 
bleiben(-*5j, wenn wir für irgend eine Funktion F die Endlich- 
keit der in 32) rechts stehenden Integrale beweisen können. 

2. Kapitel. 

Die (erweiterten) Poincareschen. Sätze für die Kugel- 
fläche. 

§ 1 . 

Es seien Li und üa die durch den Satz V) gegebenen allge- 
meinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsenraumes der 
Kugelfläche (R), welche an der Kugelfläche die den Voraus- 
setzungen des Satzes V) entsprechenden Werte f annehmen, dann 
ist an einer Kugelfläche mit dem Radius Ri < R, resp. an einer 
K_ gel"üeL-j mit dem Radius Ra > R: 
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i Si-i !(ßi) Y 


n -f - 1 /R 


— Pt \R 


llerJcR,) " - K VH,y 

Sei Ti' der Innenraum von (Ri), Va' der Aufsenraura von (Ra), 

SO ist: 

I pr -(§)■-©>• 

rP ■ (Ri) 


Ä 47rn 1 /Ri\^“ 'ff 2 


2n + 1 R \R, 


fn^ dco, 




Jllir; *\-s^ 


Ä 47r(n4-l) 1 /RV“+®ff 


2 n 4- 1 R \Ra 


fu^ d«. 


Setzen wir noch: 

36) R^Ra = R^ 

so können wir die Formeln 35) auch so schreiben: 

i rr/0Ui\^ , (0UiV .^eUiVln. 


0 X ) l % ) V 0 z 


Ä 47rn 1 fRip+'fca 


2n + l’R'VR, 


f,a^ do), 


.P)’-(W-(w)1- 


Ä 47r(n + l) 1 /RiY*''*'^ (*!> 2 4/,. 
=5" 2n + l 'rar; ’ 


und wir können aus denselben, da jedes 


den Schluss ziehen: 



Beide Integrale haben bei unseren Voraussetzungen ganz 
bestimmte endliche Grenzwerte, es besteht also auch im Grenz- 
falle die Ungleichung: 

39) Ti^Ta, 

wo : 



Via) Sind Ui resp. üa die durch den Satz V gegebenen 
allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsen- 
raumes der Kugelfläche (R), welche an der Kugelfläche 
die den Voraussetzungen des Satzes V entspr Gehenden 
Werte f annehmen, und bezeichnen Ti und Ta die über 
den Innen- resp. Aulenraum von (R) zu erstreckenden 
Integrale: 



so ist stets: 

Ti^Ta. 


Die Funktion Uj erfüllt stets die Bedingung 

41a) = 

(R) 

’,yir setzen voraus, dass auch üa der Bedingung: 


feUa - 
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genüge, dann ist auch an jeder Kugelfläche (Ra): 

’8Ua 


(Ra) 


somit: 


42) fo = 0, 

und es folgt aus den Formeln 37), da jedes: 

n + 1 < 2n, n = 1, 2 . . . : 




dr 


r^eUiV , 


rsUiVl 

[fe) 




d-r. 


Ti 


Beide Integrale haben bei unseren Voraussetzungen bestimmte 
endliche Grenzwerte Ti und Ta, es folgt somit: 

44) Ta^2Ti 

VIb) Erfüllt bei den Voraussetzungen des Satzes Via) 
Ua die Bedingung: 




(R) 

SO besteht stets die Ungleichung: 

45) Ti^^Ta. 


§ B. 

Wir können die erste Formel 33) auch so schreiben: 

46) |Ui|(B,) = C + 2“ (^1’ ^1- ^=1) [W ’ 

WO C eine Konstante ist, welche der Gleichung: 

47) J(f-G)d«) = 0 
(R) 



2U 


genügt, und wo wir wieder den allgemeineren Fall betrachten, 
in dem im allgemeinen 

^ d« 4^ 0 


CP 


(R) 

Aus 46) folgt: 

f(ü, - C)-’ d« =1;. (1)^“ d«, 


(Ri) 


(Ri) 


oder 


4S) f(U, - C)^ d« =2“ 2^ ' (’fu^ d«. 

(Ri) 1 ^ ' (R) 

Vergleichen wir diese Formel mit der ersten Formel 37), so 


I dr. 


folgt: 

49) jo;. ^ 0» d« 5 R. fp ) + (f!) + (Sj'1 

(Ri) T'r ‘ 

Beide Integrale haben ganz bestimmte endliche Grenzwerte, 
es besteht also auch im Grenzfalle die Ungleichung: 

50) S<RTi, 


wenn man: 


51) S = f(f-C)^ 


dö) 


(R) 


setzt. 

VIc) Bei den Voraussetzungen des Satzes Via) ist 

stets: 

S^RTi, 

wenn man unter S das Integral: 


{(f-C)^ 


dfiö 


(R) 


versteht und die Konstante G durch die Gleichung: 

f'(f-C)dft) = 0 


(R) 


definiert. 



IV. Abschnitt. 

für i'escIdosseKe FjM-skeE^ welche 
gegen einen iEEyn’si:: Punkt konvex sind. 


Wir wollen unter einer geschlossenen Fläche w, die gegen 
einen inneren Punkt 0 konvex ist, eine geschlossene Fläche m 
verstehen, welche keine durch den Punkt 0 gehende Tangential- 
ebene besitzt. Für den Innen- und Aufsenraum einer solchen 
Fläche wollen wir unser Hauptproblem in diesem Abschnitt lösen. 


1. Kapitel. 

Die (erweiterten) Poincaresclien Sätze für gescMossene 
Fläclieii, die gegen einen inneren Punkt konvex sind. 


§ 1- 

Es seien und eindeutige und stetige Funktionen der Stelle 
auf einer geschlossenen Fläche w, die gegen einen inneren Punkt 0 
konvex ist, ihre ersten Ableitungen seien eindeutig und stetig, 
ihre zweiten Ableitungen endlich (^'^), solange man sich in endlicher 
Entfernung von einer endlichen Anzahl von Trennungskurven 
hält, während bei genügender Annäherung an dieselben die 
Relationen bestehen: 


52) 


W 

0xa T-i / ^ ° r 


^^ cos^Cry) ^ 


WO Q die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes von den 
Trennungskurven, h irgend eine tangentiale Richtung vorstellt 
und Di(^), Da(^), Gröfsen, die durch Verkleinerung 

von Q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können, 
überdies wisse man von den Funktionen: 
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53) 


Wj = ^ Xj — dft), des Innenraumes, 

tJ ^ 

m 

Wa == I 3fa d«, des Aufsenraumes 

O) 


dass an der Fläche m: 

54) W| = Wa, 

wir üntersuchen die über den Innen- resp. Aufsenraum von m 
zu erstreckenden Integrale: 


55) 


Ti 




öWif , [dWif ^:dwcf 


dx J 




4- I 


ÖZ J 


ck, 




dr, 


die bei unseren Voraussetzungen ganz bestimmte endliche Werte 
haben, und denen die in dem Satze IVb) gegebene Minimal- 
eigenschaft zukommt. 

§ 2 . 

Wii* können nun, da die Fläche m gegen den inneren Punkt 0 
konvex ist, eine ganz innerhalb Tj gelegene Kugelfläche (R) um 0 
als Gentrum konstruieren; dann wird jeder von 0 nach einem 

D Punkte ( 6 , 9 ) der Kiigel- 

fläche gezogene Radius- 
vektor die Fläche in einem 
und nur einem Punkte (§ ^ 
schneiden. 

Bezeichnen wir die 
Polarkoordinaten von 
mit 

% 

so wird in der die Fläche 
darstellenden Gleichung : 

56) 3i = fR(e, ^) 

SR eine eindeutige und 
stetige Funktion der Stelle 
auf der Fläche m sein, 
deren erste Ableitungen 
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nach % t auf den stetig gekrümmten Flächenteilen eindeutig 
lind stetig und deren zweite Ableitungen endlich sind. 

Wir geben irgend einem Punkte (xyz) des Raumes die Polar- 
koordinaten (ri6ig:'i), so dass: 


und setzen: 


58) 


57) 


X = cos6i, 
y = sin6i cos^i^ 
z == Tj sin Öl sin fi 


R _ Rrj * 

, _ R _ Rri 

, R _ Rr 


cos Öl, 

sin öl cos^i, 
sin Öl sin^i; 


dann ordnet diese Transformation jedem Punkte der Fläche « 
einen Punkt der Kugelfläche (R) zu, jedem Punkte des Äufsen- 
raumes von m einen Punkt des Aufsenraumes von (R), jedem Punkte 
des Innenraumes von o) einen Punkt des Innenraumes von (R). 

Setzen wir die Auflösungen von 58) nach (x, y, z): 


59) 


in den Funktionen: 


9t {e„ 9 >,) , 

X- p, X, 

9t (01, ^i) , 
y R > ’ 

9t (01, 9!i) , 

^ z 


Wi(x, y, z), Wa(x, y, z) 

ein, so gehen diese in Funktionen 

Wi'(x', y', z% W;(x', /, z') 

des Innen- resp. Aufsenraumes der Kugelfläche (R) über, und 
wir bilden nun die Integrale: 



60 ) 



wo wir unter ti ' den Innenraum, unter den Aufsenraum der 
Kiigelfläclie (R) verstehen. 

Nun ist: 

R'^ 

61) dr =^377 rdr, 

8?*(6i, ^ 1 ) 


und es folgt ans den 


pw'y , , 

fcW'V , 

faw'v 

V 0s' J ' ' 


>1 0z' J 


/ewv 

= a,, 


fdWY 

-1177 +ao,^-g-j + 3^3 

, SW0W , „ 0W0W . 0W0W 

- 2^- W ^ W 0x- W W ■ 


58), 59): 

/''0WY 


62) 


/ew\2 /0W\2 

Iwj+bvJ • 


0W\2 


dz J 

■ f \ ' 

w) 




dz' J 


wo die aji . . 
gegeben sind: 


63) 


, 8W'0W' 0W'0W' 0W'0W' 

- 2b„ w + 2i>» &■- 

%3 • • *i bji . . bgs . . . resp. durch die Formeln 



_pxy /0x^ 

! 

ßx 


^11 

Isx'/ "*~\0y'y' 


. ßz'. 

]’••• 


_ Sy 8z Sy 8z , 

cx' 0x' 0y' 6y' 

ßz' 

0z 

W' ■■ 

bir 

=(S)-(|] 

■+( 

'ßx'' 

ßz. 

)\... 

^23 ' 

oy' 07/ 0y' 0z' 
ßx ßx ßy ßy 

K 

dz 

dz' 
dz ■ 


dabei sind nach 58), 59) bei unseren Voraussetzungen über 8? 
und, seine Ableitungen alle 


cx 

ßx'^ 


€X 

0^’ 


•) Wean wir zu W resp. W' die Indices i und a nicht liinzufügeii 
gelten die betreffenden üntersachungen für Wj und W^, resp. Wj' und Wj' 



endliche Gröfsen, das gleiche gilt daher von den Funktionen: 


Eli ... a23 . . 


bn . . . bo, 


und es folgt somit aus 62), da jedes: 

seinem absoluten Werte nach kleiner ist als: 


m dW 
dj dz 



und da jedes: 

fdW'Y 9 0W' 0W' 

V0x'; ’ w' “ 

seinem absoluten Werte nach kleiner ist als: 



wo: 

. f ^ (an) + • * * + abs. Max. (aga) + • • •, 

G = abs. Max. (bj^j) -i- • * • -4- abs. Max. (b 23 ) -H • • • 

endliche Zahlen vorstellen, die lediglich von der Gestalt der 
Fläche m abhängen. 

Aus den Formeln 55), 60), 61), 64) folgt nun unmittelbar: 


66 ) 


^TaiiTa'^OTa, 


wo @ eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche ö> 
abhängende Zahl vorstelit. 
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§ 3. 

Es seien nun Ui' resp. Ua' die durch den Satz V gegebenen 
allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp, Aufsenraumes 
der Kugelfläche (R), welche an derselben die AVerte \A'' haben, 
dann ergiebt uns derselbe Satz V(^ä): 



setzt. *) 

Infolge der Transformationen 58) gehen Uf und Ha' in 
Funktionen 

Ui und Ua 

des Innen- resp. Aufsenraumes von m über, und es gelten nun 
nach 66) die Ungleichungen : 


■wenn wir: 


69) 


Si <; Si' < @ • $1, 
Sa < Sa' < @ • Sa, 



setzen. 

Da schliefslich die Funktionen Ui und Ua im allgemeinen nicht 
der Laplaceschen Gleichung genügen, sonst aber alle Eigenschaften 

i Da Tj' Ta' nach 66) endlich sind (vgl. Bemerkung zu Satz V, S. 230). 
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von allgemeinen Potentialfunktionen liaben, bestehen nach IV c) 
die Urigk-ichirngc-n : 


71) 


f 

I Ta^Sa; 


die Ungleichungen 66), 67), 69), 71) gestatten uns, einen wichtigen 
Schluss zu ziehen: 


§4. 


Es folgt aus der ersten Ungleichung 71) und der ersten 
Ungleichung 69): 


72 a) 


j 


andererseits folgt aus der zweiten Ungleichung 66) und der zweiten 
Ungleichung 67): 


72 b) 


■== 1 rp / 


= 1. 

^ @ 


7 Ta', 


Wir dividieren 72a) durch 72b), und es folgt: 


nun ist nach Via): 


somit: 


73) Vssrg; 


: 

Sa'' 


74) Ti ^@2. Ta. 


Vlla) Bezeichnet man mit Ti und Ta die über den 
Innen- resp. Aufsenraum einer geschlossenen, gegen 
einen inneren Punkt 0 konvexen Fläche zu nehmenden 
Integrale: 



% 

Korn, Potentialtlieorie. 
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in denen: 






und bedeuten dabei Xj und Xa eindeutige und stetige 
Funktionen der Stelle auf w, deren erste Ableitungen 
eindeutig und stetig, und deren zweite Ableitungen 
endlich sind,*) solange man sich in endlicher Entfernung 
von einer endlichen Anzahl von Trennungskurven hält,, 
während bei genügender Annäherung an dieselben die- 
Relationen bestehen: 




£Wi 

► : 

cy 


dW 

^A(q}, e -g~ = 


wo Q den kürzesten Abstand des betreffenden Punktes 
von den Trennungskurven, h irgend eine tangentiale- 
Richtung vorstellt und Di(e), Da(e), A{q), Mq) Gröfsen, 
welche durch Verkleinerung von q unter jeden Klein- 
heitsgrad herabgedrückt werden können; wissen wir 
schliefslich, dass an der Fläche w: 

■ Wi=Wa, 

SO ist stets: 

wo @ eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche- 
w abliängende Zahl ist. 


„ „ Bedingang über die z-sveiten Ableitungen kann fortbleiben^ 

falls die ersten Ableitungen von xj und in endlichen Entfernungen von. 

den Trenniingskurven regulär(^®) sind. 
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§ 5- 

Der Satz V gestattet uns, auch allgemeine Potentialfunktionen 
Ui' und Ua' des Innen- und Aufsenraumes der Kugelfläche (Pi) 
anzagc-hifu. welche an der Kugelfläche die Werte: 

75) Ui' = Üa' = W' 4- r 

haben, wo F eine Konstante ist und die Bedingung: 

(R) 

erfüllt ist. 

Durch die Transformation 58) verwandeln sich die Funk- 
tionen Ui und Ua^ in Funktionen der Stelle des Innen- resp. 
Aufsenraumes von ca: 

Ui und Üa. 

Wir setzen: 



dann ist wieder analog 66): 

79) J ® 

Ferner ist, wenn wir in der zweiten Formel 78): 
Ua-Wa + (Üa-Wa) 

16 ^ 


setzen: 
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ä, = Ta + -2 S (Ua-Wa)^d« 


€ß 


(T/8ma-Wa)\2 , /0(Ua-Wa)V , /S(Ua-Wa)\ 

1 (— J +l 0J^ J +l 0^ j 


dr; 


nun verschwindet das zweite Glied rechts; denn es ist an der 
Fläche «: _ 

Ua-Wa=r, 

und: 


r-oWa 

fS 


Öl> 


dco = 0, 


somit folgt: __ 

80) Ta'^Ja. 

Andererseits folgt, wenn wir in der Formel: 

Ti 

die Substitution: 

\\v = w + (Wi'-w) 

machen : 

Ti' = fi' - 2 r fWi' - Üi') ^ d« 

1 ‘ or 

m 






dr; 


nun verschwindet das zweite Glied rechts; denn es ist an der 
Kugelfläche (RI : 

Wi'-itV = -r, 

und: 


r^i 

j Bv 


dco = 0, 


(R) 


somit folgt: 

81) 

Die Ungleichungen 66), 79), 80), 81) gestatten uns, einen 
weiteren wichtigen Schluss zu ziehen; 
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§ 6 - 

Es folgt aus der ersten Ungleichung 66) und der Un- 
gleichung 81): 


82) T,5-JlY 


/T « * 


Andererseits folgt aus der Ungleichung 80) und der zweiten 
Ungleichung 79): 

83) Ta'^2a^®äa'. 


Wir dividieren 82) durch 83), und es folgt: 

a 

Nach VI b) ist nun: 


la (&- SY 


85) 


Si' 


somit: 


86) Ti: 


-lJu 

2 @2 


Ta. 


Vllb) Bei den Voraussetzungen und Bezeichnungen 
des Satzes Vlla) besteht stets die Ungleichung: 

rp =: 1 1 rp 


7. 


Wir bilden jetzt das Integral: 

87) S=|(Wi-C)2d«=J(Wa 


C)2 d«, 


WO C durch die Gleichung: 

88) j(Wi-C)d£ö = 

(Ü (jO 

definiert sei, und es sei dcf/ das Oberflächenelement, in welches 
d« durch die Transformation 59) übergeht, also: 

R2 

89) d«' = g^2^^^eos^.d«, 


(Wa - C) d« = 0 
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wo tp den Winkel vorstellt, den die Pachtung 

dö) — >- 0 

mit der inneren Normale in d« bildet, so dass; 

90) 0<*)cos^<l. 

Es ist dann nach 87) und 89): 

ni-L 9^1"^,= ^== 912 ^ c' 


92) S'= (Wi-O^cW, 

(R) 

iR; den kleinsten, Sio den gröfsten Radiusvektor von u vorstellt 
und cosü'o das kleinste cosrp ist, so dass wiederum: 

93) 0 <*) cos ?//(,< 1. 

Es sei nun die Konstante S durch die Gleichung definiert: 


94) J(Wi-(S)d«' = 0, 


dann ist nach VI c) das Integral: 


95) =J(Wi- S)2 d«' ^ R . 2i', 


wo %{ das in § 3 durch die erste Formel 68) definierte Integral 
vorstellt. Andererseits ist, wenn wir: 


setzen, analog 91); 


96) @=r(Wi-S)3d« 


^ =rs^ = __ ^ 2 ® 


97) @ 

■R R" cos ipQ 


Schliefslieh ist: 


98) S5@, 


*) Man beachte das strenge Zeichen. 



247 


da das Integral S bei variablem C gerade dann ein Minimum hat, 
wenn C der Gleichung 88) genügt. 

Die Ungleichungen 95), 97), 98) gestatten uns nun, in Ver- 
bindung mit den Ungleichungen 66), 67) einen dritten wichtigen 
Schluss zu ziehen. 


§ 8 . 

Es folgt aus 98), 97), 95): 


99) 




cos I/Iq 


<S C: 


■ R cos j/Zq 




andererseits ist nach der ersten Ungleichung 67) und der ersten 
Ungleichung 66): 

100 ) 


es ergiebt sich so aus 99) und 100): 


101 ) 


e = ® rp 

■<Rcos^o *■ 


VIIc) Bei den Voraussetzungen und Bezeichnungen 
des Satzes Vlla) erfüllt das Integral: 


s = f(Wi- C)3 dco =j(Wa - Cf d«, 

CO CO 


in dem die Konstante C durch die Gleichung: 

J(Wi - C) d« =|(Wa - C) d« = 0 

CÖ CO 

definiert ist, die Ungleichung: 

S ^ . Ti, 


wo a eine endliche, lediglich vo n der Gestalt der Fläche 
io abliängende Länge ist. 
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2. Kapitel. 

Die Neumannsclie Methode des arithmetischen Mittels. 


§ 1 - 

Es sei f eine eindeutige und stetige Funktion der Stelle auf 
der Fläche w, seine ersten Ableitungen seien auf den stetig ge- 
krümmten Teilen von a> eindeutig und stetig, seine zweiten*) 
Ableitungen endlich. 

Wir bilden successive die folgenden Flächenintegrale: 


102 ) 


0) 


SS. 


aB,= + 


d«, 


2Bn = + ^J(2Ba-la + 2Sn-li) ^^d«, 
ö) 

WO V stets die innere Normale von dw und 

2Sja resp. SSji, j = 1, 2 . . . n 

die Randwerte der Integrale SBj an der äufseren resp. inneren 

Seite von m vorstellen und unter n von vornherein eine grofse 
ganze Zahl verstanden werde. 


*) Die üntersacliangen dieses Kapitels bleiben in gleicher Weise gültig, 
falls f auf ü) eindeutig und stetig ist, seine ersten Ableitungen in endlichen 
Entfernungen von einer endlichen Zahl von Trennungskurven regulär sind, 
während bei genügender Annäherung an dieselben die Eelationen: 


df 
^ dh 


= D(e), 


A ff 

^ cv I 


doj = J{g) (-15) 


lO 


erfüllt sind. 
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Die Funktionen 102) erfüllen nach IVb) des 1. Teiles die 
folgenden Relationen: 


103) 


2Bia-3Sii = 2f, 

SB2a-2S2i = -(aBia + 2Bii), 

2B3a-3B3i = -(2B2a + 3B2i), 


a!Bna-S!B„i = -(S!!Bn-la + SSn-ii). 


Wir addieren diese Formeln 103), dann folgt: 


22jSBja = 2f+2B,a + 2Bni, 

1 


oder: 


104) 


1 


f+^(SBna + Sßni). 


Multiplizieren wir dagegen die Formeln 103) resp. mit 

(-1), (+1), (-1), ... 

allgemein die jte Formel mit { — l)'j und addieren, so ergiebt sich: 
n 


1)^ SBj i = - 2f- (- l)n (ßSin. + 2Sni), 

1 


oder: 


105) 


(- 1)J äBj 

1 


= f + 2 (-i)" (Söna + SBni). 


Die Gleichungen 104) und 105) kann man auch so schreiben: 

1 

106) (SBj + 2Sj_i)a = f + J [2Baa + SSni + S!S,_u 4- 2B,_u], 

■"1 ^ 

1 ^ 

m 2 2^ (-1)^ (aSj - 2Bj-l)i= f + 1 (-1)" [3Baa + aSni - 2S,_aa 
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iiidein man das noch nicht definierte: 

108) SBo = 0 

setzt. 

Die Formeln 107) zeigen, dass, falls wir nachweisen können, 
dass die Reihen: 

X 

Vj (3Sj-hSSj_i) im Aufseiiraume, 

1 

X 

y’j ly (2Bj — im Innenraiime 

1 

die Eigenschaften von allgemeinen Potentialfunktionen haben, und 
dass mit wachsendem n an der Fläche o): 

2Saa 4- SSiii 4- SBn — ia + 2Bu — li 
gegen eine bestimmte endliche Konstante 4C, 
SSna4-2Sni--2Sn-la--2Bn-li 
gegen null konvergiert, die Funktionen : 

109) Ua = ^ ^3 (2Bj + SBj-i) im Aufsenraume, 

■^1 
1 00 

110) Ui = ^ i ^3 ~ 2Bj -i) im Innenraiime 

" i 


allgemeine Potentialfunktion des Aufsen- resp. Innenraumes von 
cö Torstellen, weiche an der Fläche co die Relationen erfüllen: 


)üa = f + 0, 
lüi=f 


Wir werden im folgenden diese Konvergenzbeweise führen. 


§ 2 . 

Wir setzen; 

Woa = 2Bi-l-aSo, 

Wia = SBä + SBi, 

W,a = SÖ3 + 3B2, 


112 ) 


im Aufsenraume. 



113) 


im Innenraume. 
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Woi 

= 2Bi 

-2Bo, 

Wu 

= m> 


Woi 

= SB3 

-SSs, 


Wir behaupten, dass je zwei Funktionen 
Wji und Wja, j==l, 2 ... 

die Voraussetzungen des Satzes Vlla) erfüllen. Denn erstens ist 
an der Fläche co: 

Wja=Wji, j = l, 2... 

da nach 103) an der Fläche o) 


-1 |i- 


Ferner ergiebt sich durch successive Anwendung des Satzes 
Villa) des I. Teiles und des Satzes 5b) in Anm. (^^) auf die 
Funktionen SBi 302 dass ihre ersten tangentialen Ableitungen 
an der Fläche « regulär sind, solange man sich in endlichen 
Entfernungen von den Trennungskurven hält, während bei ge- 
nügender Annäherung an dieselben die Relationen bestehen: 


Q 


ö3Bi 

0h 


= 


e 





endlich genügen Woa und Woi (d. i. SSj) nach IVc) des I. Teiles 
[resp.*) nach Voraussetzung und 5a) in(‘^'*}] der Bedingung, dass 
in endlichen Entfernungen von den Trennungskurven 


0Woa 


cy 


und 


8Woi 

dy 


eindeutig und stetig sind und bei genügender Annäherung an 
dieselben die Relationen: 


Q 


8Wo 

dy 


= 


eWoi 
Q 




*) Bei den Voraussetzungen Anm. S. 248). 



erfüllen; es folgt daraus successive die Gültigkeit der Formeln*) 
(j = l, 2...); 


114) 


^ja 


115) 


Oji = 


JttJ 

dy r 

4nrJ 

£ö 


00 

_ 1 feiSji d« 

- ^ f 

4n:J 

dv r 

47rJ 

CO 


(0 

1 1 

f'öäSji dö) 

1 

1 

47r.^ 

) r 

+ 4., 

CO 


00 

-41 

'*8SBja dö) 

1 

+ -r-- 


gjj COS (r<^) 

löja ^12 




an (f j 

d«, 


im Anise n- 
raume, 


im Innen- 
raume 


} 

und der aus ihnen durch Addition folgenden (j = 1, 2 ...): 


116) 


5j + la + 2Sja 1 __ J_ p2Bj **) dco 


WjJ' 271 j dF 'r ’ 


2Bj + ii-3Bji 
Wji 


27rJ 01/ r ’ 


diese Formeln 116) ergeben uns (mit Hilfe des Satzes Vlllb des 
I. Teiles) successive, dass die 

m, 8SS, 

dv ’ dv ' ' " ' 

somit auch die 

6Wji 0Wia . 

-^und 

dieselben Bedingungen erfüllen, wie die 

0W„ 


dv 




zu Villa) in Anm. des Zusatzes 4 

Dass = f.T . , 9®oi 8ä®oa 

dv ’ ^ “ach IV c) des! Teiles 

lesp. 5 a) in successive aus 114), 115). 



dass sie in endlichen Entfernungen von den Tremiungskurven 
eindeutig und stetig sind und bei genügender Annäherung an 
dieselben den Relationen: 


117 ) 


SWi„ 


j = l,2 ... 


dp 


' ^ (e)y 


genügen. 

Damit sind thatsächlich alle Voraussetzungen nachgewiesen, 
welche für die Gültigkeit des Satzes Vlla) (sowie VII b und VIIc) 
bestehen müssen, und es ergiebt sich aus diesen Sätzen das 
folgende Resultat: 

Definieren wir die Gröfsen Tji, Tja, Sj durch die 
Formeln: 


118 ) 




T- ■ 

J-ja' 






dr, j = 1, 2 
dr, j=l, 2 


119) 


Sj=j(Wj-Cj)2d«, j = l,2... 

(O 

j(VVj-Cj)d« = 0, j = l,2... 

CO 


so bestehen die Ungleichungen: 

120) j = 0,^)1, 2... 

121) Sj^aTji, j=0, =*=)!, 2... 

■wo @ eine endliche Zahl, a eine endliche Länge vor» 
stellen, die beide lediglich von der Gestalt der Fläche« 
abhängen. ■■ - 


Wir können, indem wir den Fall f = const. ausschliefsen, bei 
geeigneter Wahl von (B und a die Formeln auch für j = 0 aufstellen. 
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§ 3. 

Die Formeln 116) gestatten noch den folgenden Schluss: 

Es ist in irgend welcher (auch unendlich kleiner) Entfernung 
von den Trennungskurven: 

1,9) i = i9 . 

andererseits ist nach den Formeln 112) und 113): 

, aWji _^ ga 3 j H 

CP dp dp 

oder : 


123) + 

Op dp dp 


, j = 0, 1, 2 . . . 

,i = i,2. 


Es ist also in irgend welcher (auch unendlich kleiner) Ent- 
fernung Ton den Trennungskurven: 

124) = , ^i:=ü _ i 9 

Cy cv Sy J ~ ^ • 


Wir 


rii:]ti;;]!z;eren diese Gleichung mit Wt (k = 0, 1, 2 . ..) 


und integrieren über die Oberfläche co, dann folgt 
cW 


(Wk' 


CP 


W. 2i! d»_fw,. ?2!^‘ H,., ^fw. äW, 


m m 

oder, wenn wir allgemein 


^ d»_ Wj — d« +( w. d» 


125;W) 


%l 

Ta^.^=f 


eWji 0Wki 

0Wji 0Wu 

eWji 

eWki] 


ox cx ^ 

0y 0y ■ 

0Z^ 

dz 

at. 


8Wj,0Wta 



äT 

0x dx ' 

Sy 6y 

" 0z 

dz 


j = 0, 1,2 
k = 0, 1, 2 


setzen: 


*) Nach den Definitionen 125) ist ofifenbar: 

TjJ’ = Tj’'» j, t/ = Tr’’ j . 



126) Taj- + Tii- ^ ' 

K. U, X5 «j<j 

Wir vertauschen hierin: 


dann wird: 


j mit k 4* 1, 
k mit j — 1, 




j = 1 , 2 . . . 


k = 0 , 1 , 2 .. 

durch Vertauschung der Indices (s. Amii. vorige Seite): 

i = 1 2 

T.^j-i.k+1 + Td-idc+1 = IV“*’*" - Tii-'A-, t _n’ 9 

k = U, 1, L . 

schliefslich nach 126): 

127) Ta^Ac + Td-k = Tai-'’'^+M-lV-’'‘^+h [^oJ/ 2 ’. 

Wir vertauschen andererseits in 126): 

j mit j - 1, 
k mit k + 1, 

dann wird: 

i = 9 ^5 

T j — I, k + l I T.j-l, k + l = T,j — 2, k + l _ TJ — 2. k + l ) 

la-* + J-i J-a ri ’ k = 0, 1, 2 

oder nach der unmittelbar vor 127) stehenden Formel: 


j =2, 3 ... 
k = 0, 1, ;2 . 


schliefslich durch Vertauschung von 

j - 1 mit j 

128) = TF-i-k+i, 

Aus den Formeln 127) und 128) folgt einzeln: 

T;j,k_TF->A+i, 1 j = l, 2 ... 


199) ( " 


und hieraus successive: 
130) 


-p. j,k == 'p.j-r,k + I ^ 

Ta^’'^ = lV-'>t + J, 


k = 0, 1, 2... 

j=fa+i, ... 

k = 0, 1, 2 ... 

1 = 0, 1, 2 ... i 
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so dass alle Integrale 
131a) Ti“= f 




■0Wji 

9Wki 

, 9Wji 

8Wki 

0Wm 

i0Wki 

dx 

dx 

8y 

9y 

d?, 

0Z~ 




J = 0, 1, 2 . . . 

k = 0, 1, 2 ... 


in denen j + k ein und dieselbe Zahl m ist, denselben 
Wert besitzen, und ebenso alle Integrale: 


131b) Ta' 


f 

pWjaÖWka 

9Wja 

0Wj,a 0Wja 0Wka] 

J 

dx dx 

9y 

9y öz 


dr, 


für: 


j = 0, 1, 2 ... 
k = 0, 1, 2 ... 

132) j + iv = ni. 


131b)™ den Bezeichnungen 131a), 

4ind die Relation 126) lässt sich in der Form schreiben: 
134) Ta''' + Ti“' = Ta“-i-Ti"'-i, m = l, 2 ... 


§4. 

■auf e?nande7?i der Formeln 102) successive die 

aut einander folgenden Funktionen 


welche aus: 


äSi, SBä, . . . 
... 


irSTn d'rersrrorSu’oat 

f mit ^f- 1^(355^ ^ + 


ver- 
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vertauscht; es folgt dann successive: 


und für die entsprechenden Funktionen; 


nach 112), 113): 


Oai 

W:a, 

Wsa, 

Woi, 

Wn, 

Wsi, 


[ — ^Wja + -ßWj^.ia, ] ^ 

1 Wji = .4Wji+5Wj + ii. / ’ 


Setzen wir; 



so ist analog der Formel 120): 


138) 


2 @2 


ja 


j=0,l, 2... 


wo 0 eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche w ab- 
hängende Zahl ist. 

Nun folgt aus 136) und 137); 


bei Anwendung der Bezeichnungen 131a), 131b), und es bestehen 
nach 138), 139) somit für beliebige A, B die Ungleichungen: 

Korn, Potentialtlieorie. 17 
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140) 




T 5j — TrJ 

■* 2®= 


■2.4ß 
-B- 


T 2j -rl _ A -- T-2j +1 
2@- ' 


T ij + 2 T(2J + 2 

•* 2@" 


0 , 


.4- 




2@^ 
+ 2 AB 


T,-2j + 1 A-- T.-j + 1 

‘ 2 


B- 




j = 0, 1, 2 ... 


Wir vertauschen in der zweiten Ungleichung B mit (— B) 
und addieren sie dann zu der ersten hinzu, dann folgt wieder 
für beliebige A, B: 


141) 




j=0, 1, 2 ... 


+ 2.4£(^l+~j(TAj^i-lVj + i) 

+ ^- (l - 2^) (Ta-j + - + Ti^j + 2) 5 0. 

Nun ist nach 134); 

Ta-j + 2 + Ti2j+2 Ta-j + i - Ti^i + i, 

und wir können daher 141) folgendermafsen schreiben (j =0, 1, 2 ...);■ 


142) 


fl _ 1 ) r.^ + R 2_@2 + 1 T.n + + +2- 

l 2@V ^ ^ ^ L 2®' - 1 t7JTt?T“ 


+ B^ (Ta=j +2 + • (l - ^) [l - (I 

Ta^-i+Sj. T.2j+2T ' " L '•' 


Ta^j+Ti^j 


2@2h_ ly 


> 0 . 
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Da A und B beliebig sind, kann man durch geeignete Wahl 
derselben die erste Zeile zum Verschwinden bringen, es folgt 
dann: 


/2 ® ^ + 1 Ta^j -e 2 Ti2j 4- 2 _ 

\2(3ä-i7 Ta^j + Ti^j 


oder bei Wiedereinführung der Tji, Tja (vgl 133)): 


T- 

143) ^ 


L + Tj 


j + li 


j a + j i 


2@2_ 1\2 


j-0, 1, 2 


und hieraus successive: 

/ 2®2 __ ][\ 2 j 

144) Tja + Tjj5(Toa + Toi)(||^j , 0,1,2... 

oder: 

145) Tja4-Tji<(Toa + Toi)L2i, 3 = 0,1, 2... 


wo L einen echten Bruch vorstellt, der lediglich von der Gestalt 
der Fläche m abhängt. 

Addiert man zu resp. subtrahiert man von der Ungleichung 145) 
die aus 120) folgenden Ungleichungen: 


2®2 


Tji Tja << 0, 


so folgt: 
146) 


Tj i 9^2 Tja 0 , 


1 + ) Tji < (Toa + Toi) 

1 + 9^2 ) Tj a < (Toa H- Toi) 


3 = 0 , 1,2 


Wir gelangen so zu dem Resultat: 

Versteht man unter Wj W 2 ... die durch die For- 
meln 112), 113) definierten Funktionen und unter Tji, Tja 
die Integrale: 
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so bestehen die Ungleichungen: 

147) 

WO A eine endliche Konstante, L einen lediglich von der 
Gestalt der Fläche w abhängenden echten Bruch be- 
zeichnet. 

Es ist somit auch (nach 121)): 

148) f(\V-Cj)^d«<B.L2U j = 0, ], 2 ... 

t.' 

0 ) 

WO wiederum ß (=a* A) eine endliche Gröfse ist und die Cj 
die durch die Gleichung: 

149) j(Wj-Cj)d« = 0, j=0, 1, 2 ... 

0) 

bestimmten Konstanten Torstellen. 


§ 5- 


brauchen 

noch 1 

die folgenden Integrale; 



’Uo = 

1 

o 

-Co) 

cos (ri^) 

r^ 

cl«, 



CO 






ir f 

-V) 

cos (r^') 

dce), 

150) 


e,- 

0) 

r^ 



Uä = 

U 

-C,) 

cos (rj^) 
r- 

dfiö, 



0) 





von diesen wollen wir zunächst mit Hilfe der Formeln 148) 
beweisen, dass ihre Werte auf der Fläche w selbst, gleichviel 
iiiii, welchem Vorzeichen genommen, Glieder einer konvergenten 
Reihe sind. 

Addiert man die ersten Formeln 114) und 115) resp. zu 
denjenigen Formeln hinzu, welche aus ihnen durch Vertauschung 
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von j mit j -f- 1 entstehen, so folgt mit Rücksicht auf die Definition 
der Wj und die Formeln llö), 150): 


151) 


j lija = Wj 4- 1 a “ Wj a, im Aufseuraume 
t llj i - 1 - 2 Cj = Wj + 1 i 4- Wj i , im Innenraume, 


und auf der Fläche oo selbst ist: 


152) Uj. (llj.+ Uji) = Wj.i - Cj. 

lljoj, der Wert von Uj in einem Punkte (xyz) der Fläche selbst, 
der zunächst in endlicher Entfernung von den Trennungskurven 
liege, ist als uneigentliches Integral zu betrachten, und wir können 
die Fläche oo in 2 Teile teilen 


ooi und 00 — 

so dass der Teil «j nur endliche Entfernungen von (xyz) hat 
und in dem Teile oo — cos(rj^) in der Form entwickelbar ist: 

153) cos(rj^) = r • F, 

wo F eine stets endliche Gröfse vorstellt. 

Für den zugehörigen Teil Ujcu, von Ujw gilt dann die 
Formel: 


. 1 
-47i2 


cos(rr) 


r- 


doo 




’A 


j'(Wj-cj)2d<«n, 


_ j(Wj-Cj)2da,<^ 

OOi 00 

wo A eine endliche positive Gröfse vorstellt, oder nach 148): 

154) 

wo wiederum ß eine endliche Gröfse vorstellt. 

Den von dem anderen Flächenstück 


00 — 0} 


herröhrenden Teil von 
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m — coi 



dft) 


zerlegen wir in zwei weitere Teile, indem wir in (xyz) die 
Tangentialebene zu w legen, in derselben um (xyz) als Gentmni 
einen Kreis mit dem Radius P konstruieren, und den Cyliiider, 
weicher entsteht, wenn man in allen Punkten des Kreises die 
Lote zur Tangentialebene errichtet. 

Die Schnittkurve g dieses Cylinders mit der Fläche 
zerlege (a}— in zwei Teile 


0)2 und 0)^, 

von denen coo den Punkt (xyz) enthalte (es sei P genügend klein 
gewählt, sodass ^ völlig innerhalb co — verlaufe). Die Projektion 
von ^2 auf die Tangentialebene sei Oo, die von W3 heilse Oy, die 



Projektion irgend eines Punktes der Fläche m ~ auf die 
Tangentialebene habe von (xyz) den Abstand q. 

Es ist dann der von Wg herrührencle Teil des Integrales Uj „ : 


155 ) 


11 - - 


rr Wj-Gi 

J r 


dft}. 


abs. Uj„, < r . abs. Max. (Wj - Cj) , 

o.> 


_ Man kann stets w — Wj genügend klein (bei Waln-nug der Endlicli- 
keu) machen so dass jedes Lot die Fläche «, nur in einem Punkte schneidet, 
venn niän le Lange dieser Lote gleichfalls kleiner als eine genügend 
kleine endliche Länge -R-ählt. 
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und für den von o), herrührenden Teil gilt die Formel: 


„ Wj - Cj , ■ 

iF- - i dw 

r 


•4^2j f2 

0)o £Öo 


oder: 


156) U%^^£.L2i. j 


O 2 

WO wieder E eine endliche Zahl vorstellt. 
Nach 154), 155)^ 156) ist somit: 


157) abs. llja, <y 


a + b 


V .Cf 


QO' 


-f-c. abs.Max. (Wj-Cj)| 

e 

0 


fdo 

37’ 


WO a, b, c endliche Gröfsen vorstellen. 
Führen wir in der Tan- 



02 0 


wo r eine stets endliche Funktion von g) vorstellt. Wir können 
hiernach die Ungleichung 157) in der Form schreiben: 


158) abs. Ujco < U ( 0 : 4- ]‘ß — r ^ogP h- c. abs. Max. (Wj — Cj) « Pj 
wo a, /i c endliche Gröfsen sind. 
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Mit Hilfe des Satzes IVa) des I. Teiles (S. 33) resp. seine« 
Zusatzes (3. 72) folgt aus den Formeln 102) snccessivo: 

159a) abs. 2Bj < At • abs. Max. f, 

somit: 

159b) abs. Wj < 2Aj • abs. Max. f, 

159 e) abs. (IVj — Cj) < 4 AJ • abs. Max. 1) *) 

wo A eine endliche Zahl vorstellt, die wir jedenfalls > L nehmen 
können. 

Setzen wir daher in 158); 

,60)P=g-y. 

so können wir 15b) in der Form schreiben : 

161a) abs. Uja, < (.^ + L-i, 

^endliche positive Gröfsen vorstetlen, die von i 

völlig unabliangig sind, oder auch : 

161b) abs. 

M Denn es folgt aus 159b) durch Integration (■) über co auch: 

159 d) abs. Cj 2 . abs. Max. f. 

Sei nämlich m die erste ganze Zahl, für die 


so setze man: 


lü + mri >- (im strengen Sinne), 


161 c) ;. = L + P'rl 

. , a = .^ + p-g _J_ - 

dann ist stets: . mi 

U4- InTJ?) Ll < alj , j = 0, 1, 2 . . . 

Die L'ngleichung ist evident für i = 0 1 9 m • r i i p 
.1 = m + 1, . . . aus der Überlegung, dass infolge’: ^ f«*' 


''S+mr 


^"ß + mrl + l'Ti)™ 


• Fn + mTl 


’ ^V(^n)r < + 171 

< f + IT' \“ + 1 

und so fort. ^ ^.B + mr' J 


FjS + m rh 
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Endlich ist nach 151): 

1C2) Uj . = ^ (Uj, + Uj i) = Wj +1 - Gj, 
somit an der Fläche ca: 


163) abs. (Wj 


1 , 2 


wo immer 


164 ) 


j a eine endliche Gröfse, 
[2 einen echten Bruch 


vorstellt. 

Wir haben diese Ungleichung unter der aiisdrück» 
liehen Voraussetzung abgeleitet, dass wir uns in end- 
licher Entfernung von den Trennungs kurven halten, 
wir wollen nun den Fall in betracht ziehen, dass wir uns einem 
Punkte der Trennungskiirven unendlich nähern. 

Sei Q der kürzeste Abstand des variabeln Punktes (xyz) von 
einem Punkte 0 der Trennungskurven, und wir wollen zur Verein- 
fachung annehmen, dass der Punkt 0 von etwaigen Trennungs- 
punkten der Tren- 
nun gskur ven endlich e 
Entfernungen habe — 
die Ausdehnung auf 
den allgemeinen Fall 
bedarf nach den fol- 
genden Ausführungen 
keiner weiteren Er- 
läuterung — ; von den 
beiden inO zusammen- 
treffenden Stücken von Fig. 62. 

m bezeichnen wir das- 
jenige, auf dem der variable Punkt nicht liegh mit den Winkel, 
den die beiden Flächenstücke in 0 bilden, mit 6 und den kürzesten 



Abstand des variabeln Punktes von oi mit dann ist bei ge- 
nügend kleinem q: 



wo r eine von dem Winkel Ö abhängige Gröfse und, da wir den 
Fall 6 = 0 stets ausschliefsen, stets endlich ist. 
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Betrachten wir nun in (xyz) das Integral: 




2jr 




SO wissen wir zunächst nach dem Vorangehenden, dass der ab- 
solute Wert des Teiles von Ujaij welcher von dem Fläclienstück 
herrührt, auf dem (xyz) liegt, und von irgend welchen Teilen 
von die von (xyz) eine endliche Entfernung haben, 

5a;j 


ist, wo a eine endliche Gröfse, 2 einen echten Bruch vorstellt. 
Es ist somit: 

166) abs. Ujo, 5 a/j 4- abs. f(Wj - Cj ) d«, 

J?r' ^ 

Cd' 


wobei wir unter m' ein endliches Stück von oo' verstehen, von 
solcher Beschaffenheit, dass der übrigbleibende Teil von o)' von 
(xyz) nur endliche Entfernungen hat. Nun ist: 


.b3. i'(«i - c,) ^ J» 5 i- faus. (Bb - c,) d„, 

r- ^0 j r 





60 



wo c eine endliche Gröfse ist. [Nach 148} und IVa) des I. Teiles.] 
Nach 166) wird somit bei genügend kleinem ß, wenn man 
noch die Ungleichung 165) beachtet, abs. Uj„, oder: 


167) abs.(\l?i+i -Cj)5b— , 

Q 

wo b eine von j unabhängige endliche Zahl und l denselben 
echten Bruch vorstellt, wie in 163). 

Es ist, wenn wir die Formeln 163), 167), 159b) und 159 d) 
zusammenfassen : 



— 267 — 

: Entfernung von den Trennungs- 



abs, 

. (Wj^x 

-4: 


kurven >. als eine 

endliche 






Länge ß, 


168) 








abs, 


-4: 

)<b--, 

\ (o kürzeste Entfernung 

von den 





u 

1 Trennungskurven), 


' abs, 


-4) 

1 < C -Äj 

> 0 < e < -P, 



wo a, b, c endiiche Gröfsen vorstellen und P beliebig klein an- 
genommen werden kann. Wir multiplizieren jede der Formeln 168) 
mit dem Oberfläclienelemente dw an der Stelle (xyz) und inte- 
grieren(") über die ganze Fläche dann folgt noch Division durch 

169) abs. (Cj j_i — Cj) ^A'/) — PljlogP4- PAj • P, 

wo wieder B, F endliche positive Gröfsen vorstellen. 

Wir setzen hierin: 

170 ) 

dann wird: 

171a) abs. (Q + 1 — Cj) .< (« + j • ß) 

wo wieder a und ß endliche Gröfsen vorstellen, die von j völlig 
unabhängig sind, oder auch: 

171b) abs. (Cj + i — Cj) <r • 

wo wieder r endliche, von j unabhängige Gröfse, A einen 
echten Bruch vorstellt."'') 

Sei nämlicli m die erste ganze Zahl, für die: 

m >> y , (im strengen Sinne) 

so setze man: 

171 c) J = I y = « 4 - 

^ m 

dann ist stets: 

j = o, 1,2 ... 

Die Ungleichung ist evident für j = 0, 1,2 . . . m, sie folgt für 
j == m -f- 1, ... aus der Überlegung, dass infolge: 

= /m -j- , 

m <r' — ni auch : 

m / 

, = /m + (m 4- = /m 4- 1 ^ 

und so fort. 
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Infolge der früher für Tji Tj» erhaltenen T 
lim Tji = 0, 

j = CO 

lim Tja = 0, 

j = CO 

somit an ganzen Anisen- resp. Innenraume: 
f lim 'W'ja = 0, 

172a) 

1 j*i“ ^ Fläche w Wja = Wji), 

und folglich auch: 

172b) lim Cj = 0. 

j = oo 

Infolge 171b) ist mm die Reihe: 

Cj = (Cj Cj -I. i) -i- (Cj _u — Cj ^ o) + ... 
konvergent, imd es folgt: 


cibs. Cj <; / I _//j -f- + 1 -j- . . . I 

r 


< 


oder : 


1-A 




173) abs. Cjl5r...Ä j = o, 1, 2,. 


wo meaermn r eine endliche, von j unabhängige Gröfse vorstellt, 
lind wu- können [nach 173) und 171c)] die erste und zweite 
Lng^eichiing lß«j folgendermafsen schreiben: Es ist an 
der Fläche co (für j = 0, 1, 2 . . .): 


174) 


nbs. W| A • A} ? endlicher Entfernung von den 


abs. Wj., 


i Trennungskur ven , 

j bei genügend kleiner kürzester 
I E n t f e r n u n g ^ von den T r e n - 
I niingskurven, 

imrs'irEen ^ endliche, von j unabhängige Gröfsen 


A 

. 11 , 

o 


115) ^ ein echter Bruch ist. 



§ 6- 

Die Gleichungen 150) und die :r. e '.-n 173), 174) er- 
geben nunmehr mit Hilfe von D=.-! welche denen des 
vorigen Paragraphen analog sind, die UneH-idamgen: Es ist 
überall im Innen- und Aufsenraiinie (j = 0, 1, 2 . . .): 


176) 


abs. llj < a ■ AK^ 


in endlicher Entfernung von den Treu- 
nungskurven, 


abs.ltj5^,S-d 

Q 


\ bei genügend kleiner kürzester Entfer- 
nung Q von den Trennungskurveiij wenn 
I man sich denselben auf o} selbst oder einer 
I Fläche nähert, die mit den Teilen von w 
I nicht gerade den Winkel null einschliefst, 


wo wieder a und ß endliche, von j unabhängige Gröfsen vor- 
stellen. 

Infolge 176), 173) und 151) sind die Pieihen: 

[ Wji == (Uji "T- 2Cj) — (Uj + li -h 2Cj -f-i) + (Uj + 2i -T“ 2Cj + 2 ) . . . 
I Wj, = -lIja-Uj + la-llj + 2. 

bei endlichen (im übrigen beliebig kleinen) Entfernungen von den 
Trennungskurven stets konvergent, und es folgt im ganzen Innen- 
resp. Aufsenraume (j = 0, 1, 2 . . .); 

a • i in endlicher Entfernung von den Tren- 
a ■ yti, I , nungskurven, 

! bei genügend kleiner kürzester Ent- 
i fernung q von den Trennuiigskurven, 
’ ‘ wenn man sich denselben auf ca selbst 
oder einer Fläche nähert, die mit den 
Teilen von ta nicht gerade den Winkel 
null einschliefst, 


178b) 


abs. Wja < b • 


Q 


178 a) 


[ abs. Wji< 
( abs. Wja<^ 


wo wieder a und b endliche, von j unabhängige Gröfsen vorstellen. 

Aus den üngleichun gen 178a) folgt bereits, dass die 
Wji, Wja, gleichviel mit welchem Vorzeichen genommen, 
Olle der einer konvergenten Reihe sind, solange man 
sich in endlicher Entfernung von den Trennungskurven 
hält; wir wollen die Endlichkeit der durch solche Reihen dar- 



gesteiiten Funktionen aber auch nachweisen — was ans den 
Formeln ITSb) noch nicht ohne weiteres folgt, — falls wir uns 
den Trennungskurren unendlich nähern; diese Untersuchungen 
werden uns zugleich den Beweis für die zweite Behauptung der 
Xeumannschen Methode liefern, dass die durch diese Methode 
gegebenen Funktionen auch thatsächlich an der Fläche u die 
i'l.F en:-'.: Randwerte f annehmen. 


Wir hatten früher (S. 250 und 251) die Formeln: 

Wja=2Sj..la + 2Bja, j=0, 1, 2... 

Wii = 23j..ii-äöii, j =0,1,2... 

Wir summieren jede dieser Formeln über j von 0 bis go, 
nachdem wir die erste noch mit ( — l)-* multipliziert haben, dann 
folgt: 

(- 1)^ Wja=± lim SBja, 

0 ^ = 

Vj Wji= lim SBji; 

n j = “ 


aus der ersten dieser Formeln folgt sofort: 

179) lim SSja = 0, 
j = “ 


aus der zweiten: 
180a) abs. lim 

j — CO 


in endlicher Entfernung von den Tren-- 
nungskurven, 


abs. lim 




yji ■ 


bei genügend kleiner kürzester Ent» 
fernung q von den Trennungskurveny 
wenn man sich denselben auf m selbst 
oder einer Fläche nähert, die mit den 
Teilen von m nicht gerade den Winkel 
null einschliefst; 


wo c€ und ß endliche Konstanten vorstellen. 



271 


Wir setzen nun: 



es folgt dann, da nach 122) : 

,^02Bji_ 8Wja 0Wji 

d)/ dp dp 

somit : 

182) lim^ = 0-^) 

j = cxD 

mit Hilfe von 180a) und ISOId) (;‘'^) : 

183) limS^ji — 0, 

j = co 

und hieraus: 

184) lim SJSj i = const. = 2C. 

j = oo 


Die Formeln 179), 184) beweisen den zweiten Teil 
der Behauptung der Neumannschen Methode, dass an 
der Fläche co: 


185) 


_1 

2 


2 

0 


‘X 



jWja = f+C, 


j(_ i)j + iWji = f. 


(man vgl. S. 250). 


§ 8 . 

Jede der Funktionen Wji, Wja ist eine allgemeine Potential-* 
fiinktion des Innen- resp. Aufsenraumes, die in dem Innen- resp» 
Aufsenraume der Bedingung der Eindeutigkeit und Stetigkeit 
genügt; es ist somit nach Zusatz 1 zu II: 


Denn da für lim die Integrale Tj j , Tj verschwinden, gilt gleiches. 


für alle Ableitungen lim 


0W,- 


ja 


, lim ■ 




j = cx> 0^^ j=:co 0^ 
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abä. < abs. Max. im ganzen Innenraume, 

abs. Wja < abs. Max. 'VMj.Va,, im ganzen Aufsenraurae, 
und ebenso, wenn n irgend eine ganze Zahl vorstellt: 

1 




U 


0 


raume. 


ibs.^-2.n^'j..< abs.l^jiWjaU 
- u ^0 


im ganzen Aufsen- 


raume. 

Xun ist nach 106) und 107) an der Fläche w: 


lS6b) 


0 


f 1 )“ [ 2 Sn + la+ 3 Bn + ii— SBaa — SBiii], 

1 ” 

2 ^ ^ 4 [-^‘' + 1* SBn + ii + SBna 4- SBnj] ; 


lassen wir daher in 186 a) n unendlich wachsen, so ergiebt sich 
rod Hilfe der Formeln 179) und 184), durch die wir zu den 
tiieichungen 185) rc-Ianclei'.; 




IS 4 ) 


abs. ^ 2 -f (- 1)^' " ^ Wj i ^ abs. Max. f, ™ 

U Innenraimie, 


2 2*^* (f + G), 

0 Aiifsenraiime; 


X 


im ganzen 


damit !3t auch die Endlichkeit der durch die Neuinann- 
schen Reihen dargeelellten Funktionen im ganaen Innen- 

i e^p. Äiilsenraiime bewiesen. 

w,, 1 r; sifr «• »•"ä™** »■> w,„ 



§ 9. 

Es bleibt noch übrig, zu beweisen, dass sämmtliche Ab- 
leitungen der durch die Neumaiinschen Reihen: 

1 ^ 

188 ) ■* t. 

^ " u 

dargestellten Funktionen innerhalb des Innen- resp. Aufsen- 
raumes eindeutig und stetig, und dass Ui, üa im ganzen Innen- 
resp. Aufsenraume in endlichen Entfernungen ron den Trennungs- 
kurven eindeutig und stetig sind. 

Es folgt in endlicher Entfernung von der Fläche « zunächst 
für die durch die Gleichungen 150) definierten Funktionen Uj : 

DUj = (’bVj-Q)-//d«, 

t' 

ft) 


wenn wir unter DUj irgend einen Differentialquotienten von Rj, 
unter tP* eine endliche Gröfse verstehen; es ist somit (^®): 

abs. Dllj <1^ 0 • I (Wj — Cj)" dft) (0 endlich), 

0 ) 

189) abs. DUj < a • D, nach 148), 


wo a eine endliche Gröfse, L einen echten Bruch vorstellt. 
Analog der Untersuchung S. 269 folgt aus 189) auch; 



abs. D Wj a c • U , 
abs. D Wji « LÜ 


wo wieder B endliche Gröfsen vorstellen. Damit ist auch 
die Eindeutigkeit und Stetigkeit sämm tlicher Ab- 
leitungen der Funktionen Uj und LU innerhalb des Innen- 
resp. Aiifsenraumes von &) bewiesen. 

Dass Ui , Ua selbst in endlicher Entfernung von der Fläche m 
eindeutig und stetig sind, folgt bereits aus dem Vorstehenden; 
wir haben daher nur noch zu beweisen, dass diese Eigenschaft 

Korn, Poteiitialtlieorie. 
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der Eindeutigkeit und Stetigkeit auch erhalten bleibt, wenn wir 
den variabeln Punkt (in endlicher Entfernung von den Trennungs- 
kiirveiij unendlich nahe an die Fläche co von innen oder aufseii 
lieranrückeii lassen. Wir beschränken uns auf die Untersuchung 
für üa, die Untersuchung für Uj ist vollkoinmen analog. 

Wir nehmen auf der äufseren Normalen der Fläche in einem 
Punkte endlicher Eritfernung von den Treniiiings- 

kiirvenj einen Punkt (xyzj an, der von (?o7o^*ü) die Entfernung r 
habe, wir haben zu zeigen, dass die Differenz: 


Ua(xyz)— üaCJo^ö^ 


durch Verkleinerung von r kleiner gemacht wmrden kann, als 
eine beliebig klein angenommene Gröfse Wir schreiben üa(xyz) 

in der Form: 


1 

191) Ua(xyz) = -5-2j Wja(xyz) 


1 gjWja(xyz), 

m -h 1 


wir wählen dabei die Zahl m so grofs, dass: 


192) abs. i 


m • 


’sxas wir infolge der Ungleichungen 178 a) stets erreichen können, 
und auch grofs genug, dass: 

19bj abs. ~ (2Sm.t-la + 3®m+li + äSma + SBmi — 4G) -<; ’ 

rvas wir gleichfalls bei endlichem m erreichen können, da in 
endlichen Entfernungen von den Trennungskurven infolge 178a) 
und 112) (resp. 113) auch: 



abs. SBjac 
abs. (SSji — 2C) < ^ 


j = 0, 1, 2 .., 


wo ^ eine endliche Gröfse vorstellt. 

Schlieislich können wir, nachdem m so als eine bestimmte 
endliche Zahl festgesetzt ist, infolge der Stetigkeit von Wj . . . 
durch genügende Vc-rkleinerung von r: 


[ 


1 

2 


m 




Wja (syz) 


1 ™ 

^ (=o 7o£'o. 


£ 

3 


195) abs. 



machen. Wir addieren 193) und 195), dann folgt (/) mit Flilfe 
der zweiten Formel 186 b): 


196) abs. 


' 1 1 9 

~ E J y - P‘ Vo Co) + C] j 5! , 


und, falls man hierzu noch 192) hinzuaddiert, (") mit Hilfe von 191): 

197) abs. [Ua(xyz) — üa C^oVoto)] ^ 

Damit ist auch die Stetigkeit von Ua bei unendlicher 
Annäherung an die Fläche co bewiesen, und es ist für 
diesen Beweis im übrigen gleichgültig, in welcher Weise 
man (xyz) an (5o??o^o) heranrücken lässt. Analoges gilt 
für üi. 


§ 10. 

Wir können unsere Resultate in dem folgenden Satze zu- 
sammenfassen: 

VIIL (Methode des arithmetischen Mittels.) Es sei m 
irgend eine geschlossene, gegen einen inneren Punkt 
konvexe Fläche und f eine Funktion der Stelle auf der- 
selben, welche die folgenden Bedingungen erfüllt: 

Es soll f auf cjq eindeutig und stetig sein; es sollen 
die ersten Ableitungen von f eindeutig und stetig, die 
zweiten Ableitungen endlich'^) sein, so lange man sich 
in endlicher Entfernung von den Trennungskurven der 
Fläche (in bezug auf f) hält; bei genügender Annäherung 
an die Trennungskurven sollen die Relationen: 


198) 


0f 

^0h^ 






erfüllt sein, wo q die kürzeste Entfernung des be- 
treffenden Punktes von den Trennungskurven, h irgend 


*) Der Satz gilt auch dann, wenn nur die ersten Ableitungen von f m 
endlichen Entfernungen von den Trennungskurven regulär sind. 



eine tangentiale Richtung vorstellt, und D (p), J {q) 
Gröfsen. weiche durch Verkleinerung von e unter jeden 
Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 

Man bilde successive die Funktionen: 


, = 0 . 






1 f , cos ( rr) 




J r-" 

r 

4fr ^ 

0 ) 


do). 




|aB3= 


cos (rrj 


dcrt, 


dann stellen die Funktionen: 


200 ) 


" 1 

1 


ailgemeine Potentialfunktionen des Aufsen- resp. Innen- 
raumes dar, welche an der Fläche m die Werte an- 

iielimen: 


201) 


r Ua = f + C, 
I Ui = f; 


dabei bedeutet C die Konstante, zu welcher die Reihe: 


202) C = ^ [FBu - SBoi) + (SB.) - 2Bii) + ■ • •] 

konvergiert. 

§ 

Wir können zwei Arten von Trennimgskurven unterscheiden: 
Die Liastordgkcitskurven von cos('r»x), cos(Fy), cos(i^z)j welche 
wir als Trennungskurven erster Art bezeichnen wollen, und 



die ünstetigkeitskiirven der Ableitungen Ton f, welche wir 
als Trennuiigskiirven zweiter Art bezeichnen ^vollen. 

Wenn wir, unter Beachtung des ünterschiedes dieser beiden 
Arten der Treniuingskurven den Beweis von VlII noch einmal 
durchgehen, sehen wir, dass die Formeln 178a) und 194) gelten, 
wenn man sich nur in endlicher Entfernung von den Treniiiings- 
kurven erster Art hält, dass somit Üa und Ui im ganzen Aufsen- 
resp. Innenraume eindeutig und stetig sind, solange man sich in 
endlicher Entfernung von den Trennungskurven erster Art hält; 
daraus ergiebt sich folgender 

Zusatz 1 zu VIIL Ist im besonderen m eine stetig 
gekrümmte Fläche, die im übrigen den Bedin gungeii des 
Satzes VIII genügt, so sind Ui und üa allgemeine Potential- 
funktionen des Innen- resp. Aufsenraumes, welche in dem 
Innen- resp. Aufsenraume überall eindeutig und stetig 
sind; sie stellen somit auch die einzigen stetigen, all- 
gemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufscn- 
raiimes dar, welche an der Fläche oo die Piandwerte f, 
resp. f-f-C annehrnen. 

Nehmen wir überhaupt keine Trennungskurven an, so folgt 
der noch speciellere 

Zusatz 2 zu VIIL Ist w eine stetig gekrümmte, ge- 
schlossene, gegen einen inneren Punkt konvexe Fläche 
und f eine Funktion der Stelle auf die mit ihren 
ersten Ableitungen eindeutig und stetig, und deren 
zweite Ableitungen endlich"^) sind, so führt uns die 
Neumannsche Methode zu den allgemeinen Potential- 
funktionen üi und üa des Innen- resp. Aufsenraumes, 
welche an der Fläche « die AYerte f, f-f- C an nehmen; die- 
selben werden überdies im ganzen Innen- resp. Aufsen- 
raume eindeutig und stetig und somit die einzigen 
stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- 
resp. Aufsenraumes sein, welche an der Fläche m die 
genannten Randwerte annehmen. 

Es wird für die Folge von Nutzen sein, die Bedingungen des 
Satzes Vni und seines ersten Zusatzes, namentlich die zweite Be- 


••=) Der Satz gilt auch dann, wenn nur die ersten Ableitungen von f an 
der Fläche w überall regulär sind. 



dingung- 198) durch andere Bedingungen zu ersetzen, welche wir 
als Bedingungen «), ß), ß’) bezeichnen wollen. 

Bedingungen «). Es soll f auf w eindeutig und stetig 
sein; die ersten Ableitungen von f in endlichen Ent- 
fernungen von den Trennungskurven regulär, während 
bei genügender Annäherung an dieselben die Relationen: 

-| = D(,) 

erfüllt sind: es sollen aufserdem die Integrale: 



bestimmte, endliche Werte haben. 

Alle unsere Betrachtungen bleiben nämlich (vgl. Anm.(^^)) 
gültig, wenn die zweite Bedingung 198) fortbleibt und wir nur 
nachträglich von den Integralen Toi, Tu, T 2 i . . Toa, Tia, T 2 a ^ • • 
iiacliweisen können, dass sie bestimmte, endliche Werte haben; 
dies folgt bei den Bedingungen a) nach Formel 146) S. 259. 

Bedingungen ß). Man kennt — bei den Voraus- 
setzungen des Satzes VIII mit ikusnahrne der zweiten 
Bedingung 198) — für jeden Teil «j der Fläche « irgend 
eine Fläche 0 )/, die mit von null verschiedene Winkel 
einsclili efst und mit «j zusammen eine geschlossene 
Fläche bildet, und man kennt eine Funktion fj' der Stelle 
auf von solcher Beschaffenheit, dass ty auf ein- 
deutig und stetig ist und dieselben Randwerte hat, wie 
ij, dass die ersten Ableitungen von ty in endlichen Ent- 
fernungen von der Randkurve und einer endlichen An- 
zahl von Trennungskurven eindeutig und stetig sind 
und bei genügender Annäherung an diese Kurven die 
Relationen: 



erfüllen, wo o' die kürzeste Entfernung des b et reffenden 
Punktes von den genannten Kurven, lü irgend eine tan- 
gentiale Richtung von vorstellt, und dass sciiliefslich: 


0 

cv 



cos (rr) 


dcö -f- 1 f/ 


cos (n^) 
r^ 



an der Fläche in endlicher Entfernung von der Rand- 
kurve und den Trennungskurven eindeutig und stetig 
und bei genügender Annäherung an dieselben von der 
Form: 

o 

In diesem Falle folgt leicht mit Hilfe des Zusatzes 3 zu Villa) 
in Anm.(^^), dass auch die zweite Bedingung 198) erfüllt sein muss. 

Bedingungen ß'). Die Funktion f soll auf co eindeutig 
und stetig sein, und die stetig gekrümmten Teile vonco 
sollen sich in eine endliche Zahl von Gebieten zer- 
legen lassen, auf denen die ersten Ableitungen von f 
eindeutig und stetig, die zweiten endlich sind. 

Dass auch in diesem Falle alle Voraussetzungen des Satzes VIII 
und seines ersten Zusatzes, im besonderen die zweite Bedingung 198), 
erfüllt sind, folgt aus der Formel [59) S. 46]: 


^^0 J 

£ö 


00 


. . ( ot cos 

cos(v.o)|gg — 


(rx) 0f cos(ry) 
’^dri r2 


0f cos(rz) 


die für jeden (an der äufseren oder inneren Seite von m gelegenen) 
Punkt (So7o^o) Fläche mit der inneren Normale Vq gilt, mit 
Hilfe des Zusatzes 3 zu Vlllb) des I. Teiles in Anm.(^^). 


Also im besonderen, falls: 


c_ 

cv 




cos (rr) 


der Fläelie wj überall eindeutig und stetig ist. 
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3. Kapitel. 

Über die Green-Nenmannsclie Punktion und die 
Beseitigung der Konstanten C« 

§ K 

Um ans bei der Lösung des äiüseren Problemes von der 
Konstanten C zu befreien, können wir folgendermafsen ver- 
fahren : 

Vir können mit Hilfe der Neiimamisclien Methode wir 
beschränken uns auf den Fall stetig gekrümmter, gegen einen 
inneren Punkt konvexer Flächen, auf den sich Zusatz 1 zu VIII 
bezieht — die allgemeine Potentialfunktion Ua des Aufsenraumes 
konstruieren, welche an der Fläche die Piandwerte: 

20o) Ua == -^ -f- S 

besitzt, wo S eine ganz bestimmte, durch die Neumannsche 
Methode gegebene Konstante vorstellt. '^) 

Es ist leicht zu ersehen, dass 

204) 6=j=0 

sein muss; wäre nämlich 

so folgte aus 203), dass im ganzen Aufsenraume: 


1 



sein müsste, wenn die Entfernung des variabelii Punktes (xyz) 
von 0 vorstellt; nun muss: 



ft} 


^■) Dass die Methode anwendbar ist,- folgt ans Zusatz 2 zu VIII, da 
auf ö mit seinen ersten Ableitungen eindeutig und stetig ist und endliche 

zweite Ableitungen hat. 
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sein, nnd diese Gleiclimig kann von der Funktion: 


Ua =- 


1 

h 


nicht erfüllt werden. 

Wir multiplizieren nun die Gleichung 
trahieren sie von der Gleichung: 


203) mit 


G 

S 


und sub- 


dann folgt: 

205) Ua- 
und hieraus: 


Ua = f -h C, 
G 1 


S 




e' 3? 


, an der Fläche 


206) Ua = f, an der Fläche 0 -}, 

wenn wir unter Ua die allgemeine Potentialfunktion des Aufsen- 
raumes: 


verstehen. 


207) Ua = U 





Die durch die Gleichung 203) definierte Funktion Ua 
will ich als die Green - Neumannsche Funktion des 
Aufsenraumes von m in bezug auf den Punkt 0 be- 
zeichnen und S als die dieser Funktion zugehörige 
Konstante. 

Wir können nach dieser Definition unser Resultat so formu- 
lieren. 

Zusatz 3 zu VIII. Ist co eine stetig gekrümmte, ge- 
schlossene, gegen einen inneren Punkt 0 konvexe Fläche, 
Ua die Green-Neumannsche Funktion des Aufsenraumes 
von £0 ln bezug auf 0, 6 die derselben zugehörige Kon- 
stante und Ua die durch die Neumannsche Methode 
konstruierte allgemeine Potentialfunktion des Aufsen- 
raiimes, welche an der Fläche o) die Randwerte: 

Ua=f+C 

hat, die im übrigen den Voraussetzungen des Satzes VIII 
genügen, so ist: 



— 2S2 — 

r -r 

^ a — ^ a g i Y " / 

die allgemeine Potentialfunktion des Aufsenraiimes, 
welche an der Fläche o) die Piandwerte: 

Üa = f 

hat; dabei bezeichnet die Entfernung des variabeln 
Punktes fxyzj Ton 0. 


Absclinitt. 

Lr.^ri::g: des Manptprofolemes, 


1. Kapitel. 

Über allgemeine Potentialfunktioiien mit abtellTings- 
weise stetigen Randwerten. 

§ 1 . 

ir sind durch die Lntersuchungen des IV. Abschnittes in den 
Stand gesetzt, allgemeine Potentialfunktionen des Innen- resp. 
Aulsenraumes einer stetig gekrümmten, gegen einen inneren 
Paukt 0 konvexen Fläche w zu konstruieren, welche im ganzen 
Innen- resp. Aufsenraum eindeutig und stetig sind und an 
der Fläche m Randwerte f annehmeii, die folgende Bedingungen 
erfüllen: 

Es soll f auf m eindeutig und stetig sein; 
es sollen die ersten Ableitungen von f eindeutig und stetig, 
die zweiten AlPei-ungcn endlich*^) sein, solange man sich in end- 
lichen Entfernungen von den Trennungskurven der Fläche (in 
bezug auf f) hält: 

bei genügender Annäherung an die Trennimgskurven sollen 

die Relationen 


’) Diese Bedingung ist auch durch die folgende zu ersetzen: Es 
sollen die eisten Ableitungen von f in endlichen Entferiiiing'’eii von den 
Treimungskiirven regulär sein. 



283 


208) 


6f 


Oy 


D(e), 


erfüllt sein, wo q die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes 
Ton den Trennungskiirven, h irgend eine tangentiale Piichtmig 
vorstellt und D(^), J (o) Gröfsen, welche durch Verkleinerung 
von Q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 

Zur Lösung unseres Hauptproblemes für den Fall, dass die 
Fläche « nicht mehr gegen einen inneren Punkt 0 konvex ist, 
müssen wir die Neuraannsche Methode zunächst, unter Bei- 
behaltung dieser Bedingung für die Fläche w, auj den Fall aus- 
dehnen, dass f auf eo nur abteilungsweise eindeutig und stetig ist; 
zu diesem Zwecke müssen wir auch die zweite Bedingung 208) 
und einige frühere Sätze dieses IV. Teiles etwas allgemeiner fassen, 
und zu diesen Verallgemeinerungen wollen wir jetzt übergehen. 


§ 2. 

Die erste Verallgemeinerung bezieht sich auf den Zusatz 
zu la) bis Id). 

Wir wollen eine allgemeine Potentialfiinktion üi 
resp. Ua des Innen- resp. Aufsenraumes irgend einer 
geschlossenen Fläche m regulär nennen, wenn ihre 
Randwerte f auf co abteilungs weise P) eindeutig und 
stetig und bei genügender Annäherung des variabeln 
Punktes (xyz) an einen Punkt P der Trennungskurven 
von m (in bezug auf f) auf co oder irgend einer Fläche 
die mit m von null verschiedene Winkel 6 einschliesst, 
die Relationen erfüllt sind: 


209) { 


, cU 
^ Sh' 
, 8Ü 




= U^-p+DiQ'}, 


*) Und zwar bei genügend kleinem 6; 

gü S)(g') 

oh sin^ 6 


(k < 1 ). 



wenn o' die kürzeste Entfernung des betrc-ffenden Punktes 
von den Trenniiiigskurven, h' irgend eine tangentiale 
Piichtiing, / die Normale von m in (xyz), eine stetige 
Funktion der Stelle P auf den Trenn imgskurven vorstellt 
und D(o'j Gröfsen, die durch Verkleinerung von q 

unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden 
können. 

Nach dieser Definition können wir den Zusatz zu la) bis Id) 
in folgender Weise verallgemeinern: 

Verallgemeinerung des Zusatzes zu la) bis Id). Sind 
Ui resp. LU reguläre, allgemeine Potentialfunktionen 
des Innen- resp. Aufsenraumes einer geschlossenen 
Fläche Wj sojDestehen stets die Gleichungen: 


210 ) 


> 11 ) 


1 

II 

'füi 

CP 

dö) ^ 1 1 
r 45 t, 

|U. 

cos (r^) 
r^ 

(0 



00 



0 — Li 

‘SUa 


i TT 

cos(rj^) 


Ct/ 

r 

4 TT, 


r^ 

(0 



0) 




'eUa 

dö; 


e 

i TT 

cos (ri^) 


Cu 

r 

471:^ 

eia 

J.2 

0) 



00 



0 = — i 

'6Üi 

d« 


.'S 

i Ui 

cos (rp) 

4 jt,J 

CP 

r 

43T,_^ 


r2 

(Ö 



00 




dft), 

dw, 

dft>j 

dw, 


im Innenraume, 


im 

Aufsenraiime, 


falls V die innere Normale von oo vorstellt. 

Denken wir uns nämlich, wie früher (S. 218) die aus der 
Parallelfläche (r) und den Pungflächen ((>) bestehende Fläche 
so tolgt bei unserer Definition der regulären^ allgemeinen Poten- 
tialfuiiktionen, dass die über die Ringflächen ((>) zu erstreckenden 
Integrale rechts in den Formeln 4a) bis 4d) durch Verkleinerung 
von r und q unter jeden Kleinheitsgrad lierabgedrückt werden 
können, dass somit die Grenzwerte der Integrale über die Parallel- 
iläche (r), also die Integrale über die Fläche die durch die 
Formeln 210), 211) gegebenen 'Werte erhalten müssen. 



Verallgemeinerung des-Zusatzes 1 zu 11. Ist 6 der 
gröfste, K der kleinste Randwert einer regulären, all- 
gemeinen Potentialfunktion Ui resp. üa des Innen- resp. 
Aufsenraumes einer geschlossenen Fläche so ist im 
ganzen Innen- resp. Aufsenraum: 

212a) K^U^G: 

ist K < G in strengem Sinne, so ist in endlicher Ent- 
fernung von w: 

212b) K < ü <. 6, (in strengem Sinne). 

Verallgemeinerung des Zusatzes 2 zu IL Sind üj 
und U 2 zwei reguläre, allgemeine Potentialfunktionen 
des Innen- oder Aufsenraumes einer geschlossenen 
Fläche CO, und ist an der Fläche co: 

213 ) = 

so besteht diese Gleichung im ganzen Innen- resp. 
Aufsenraum. 

Wir können nämlich, infolge der zweiten Relation 209), wenn 
wir in einem Punkte P der Trennungskurven die Normalebene 



Fig. 63. 

konstruieren, und in derselben um P als Centrum einen Kreis 
mit dem genügend kleinen Radius q schlagen, der die Fläche m 
in den Punkten A und B schneiden möge, von dem Werte einer 
regulären, allgemeinen Potentialfunktion U des Innen- resp. 
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Aiifseiiraumes von co in einem Punkte X jenes Kreises aussai-'cn, 
dass er der 'i”. genügt: 

214) üx = ÜA 4- f ■ -Pp + J (o), 

’.venn (f den Winkel vorstellt, den PX mit PA bildet, und J{q) 
eine Gröfse, die durch Verkleinerung von q unter jeden Kleinheits- 
grad herabgedrückt verden kann. Bilden wir die Gleichung 214) 
i’ür den Fall, dass X nach B rückt, so folgt: 

215) Ub = Üa - i- fl • '/'p -t- ^(e), 

wo h den Winkel vorstelit, den die Teile von cd in P bilden, 
SG dass wir in 209) und 214) geradezu: 


setzen können, und die Gleichung 214) geht in die folgende über: 

216) Lx = Üa 4- (Üb — Ua) 4- D(p). 

Denken wir uns nun die Fläche «' konstruiert und machen 
r beliebig klein, so ist immer noch U eine allgemeine Potential- 
lunktion des Pmumes P, die in diesem Raume überall eindeutig 
und stetig ist; die Randwerte von U an der Grenze des Raumes P 
üegen zwischen extremen Werten, die sich von den extremen 
erten & und K von ü auf m nur um Gröfsen von der Form 
unterscheiden, da nach 216) dies auch für die Werte von ü 
auf den Ringflächen (q) folgt; es ergiebt sich somit nach Zusatz 1 
zu II und durch den Übergang zur Grenze, dass ü in dem ganzen 
Gebiete t zwischen den extremen Werten G und K liegen muss 
und in endhcher Entfernung von w diese Werte nicht erreichen 
kann, falls K < G im strengen Sinne ist. 

Obwohl dieser Beweis der Verallgemeinerung von Zusatz 1 
zu II dem Wortlaut nach nur für stetig gekrümmte Trennungs- 
kurven gilt, bedarf wohl die Ausdehnung auf den allgemeinen 
Fall keiner besonderen Erläuterung. 

Die Verallgemeinerung des Zusatzes 2 zu II folgt nunmehr 
genau, wie Zusatz 2 zu II aus Zusatz 1 zu II. 



Bemerkung. Beide Veraligemeineriingeii sind ohne 
weiteres auf den Fall aiisziidehnen, dass sich U, resp. 
üi und üo je aus einer regulären, allgemeinen Potential- 
fiinktion und einer allgemeinen Potentialfiinktion zu- 
sammensetzeii, die in ihrem ganzen Piaumgebiet ein- 
deutig und stetig ist. 


§ -i- 

Erweiterung des Satzes lila). Das Flächenintegrai 
über eine geschlossene Fläche £ 0 : 


217 ) V= 


c\o) 


ist eine reguläre^ allgemeine Potentialfunktion des 
Innen- und Aufsenraumes von falls H auf co ab- 
teilungsweise eindeutig und stetig ist, falls seine 
ersten Ableitungen in endlichen Entfernungen von den 
Trennungskurven der Fläche (in bezug aufiT) eindeutig 
und stetig sind und bei genügender Annäherung an 
dieselben die Pielationen 


218) e|f = ^(e) 

erfüllen. 

Dies folgt unmittelbar ausVIIIb) und seinen Zusätzen im I. Teile- 
[unter Rücksichtnahme auf Zusatz 3 zu Vlllb) in Anm.(2-‘)]. 

Erweiterung des Satzes Illb). Das Flächenintegrai 
über eine geschlossene Fläche m: 

00 

ist eine reguläre, allgemeine Potentialfunktion des 
Innen- und Aufsenraumes von oo, falls x auf m abteilungs- 
weise(^2^ eindeutig und stetig ist, falls die ersten Ab- 
leitungen von X in endlichen Entfernungen von den 
Treniiungskurven der Fläche w (in bezug auf x) ein- 



deiüig und stetig sind und bei genügender Annäherung 
an dieselben die Relationen erfüllen: 


220 ) 



(e). 


wo Q die kürzeste Entfern un^ des betreffenden Punktes 
von den Trennungskurven, h irgend eine tangentiale 
Puciitung vorstellt und J(q) eine Gröfse, die durch Ver- 
kleinerung von o unter jeden Kleinheitsgrad herab- 
gedrückt werden kann, und falls schliefslich bei ge- 
nügender Annäherung an einen Punkt P der Trennungs- 
k urven: 

221) o|^=<7/p + D(?), 

wo eine stetige Funktion der Stelle P auf den Tren- 
nungskurven vorstellt und D(e) wieder eine Gröfse, die 
durch Verkleinerung von q unter jeden Kleinheitsgrad 
iierabgedröckt werden kann. 

Dies folgt unmittelbar aus Villa) mit seinen Zusätzen im 
1. Teile. Es wird für die Folge von Nutzen sein, Bedingungen 
r.r-zugel, welclie die ßelationen 221) zur Folge haben, falls die 
übrigen Bedingungen der Ve: :.';gc.;-.c-r.eiung von Illb) erfüllt sind: 

Bedingungen y). Man kennt für jeden Teil «j der 
Fläche 0 ) irgend eine Fläche «/, die mit «j von null 
'verschiedene Winkel einschliefst und mit Wj zusammen 
eine geschlossene Fläche bildet, und man kennt eine 
Funktion x{ der Stelle auf wj' von solcher Beschaffenheit, 
dass x/ auf «/ abteilungsweise(52) eindeutig und stetig 
ist: dass die ersten Ableitungen von Xj' in endlicher 
Entiernung \on der Piandkurve und einer endlichen 
Anzahl von Trennungskurven der Fläche w/ eindeutig 
und stetig sind und bei genügender Annäherung an 
liieselbeii die Relationen erfüllen: 



wo die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes 
von den genannten Kurven, h' irgend eine tangentiale 
Kichtung von vorstellt, und ^(^') eine Gröfse, die 



2S9 


durcli Verkleinerung von o' unter jeden Kleinlieitsgrad 
iierabgedrückt werden kann; dass schliefslich 



überall an der Fläche o>j in endlicher Entferniirig von 
der Randkurve und den Trenn ungskiirveii eindeutig 
und stetig und bei genügender Annäherung an dieselben 
von der Form 

?/ip »i« D(o) 

Q 

Es folgt wieder leicht mit Hilfe des Zusatzes 3 zu Villa) in 
Anm, f ^), dass die Bedingungen* y) 221) zur Folge haben. 

Bedingungen /). Die Funktion z soll auf m ab“ 
teiliingsweise eindeutig und stetig, und auf den Teilen, 
in welche m durch ihre Trennuiigskurven (in bezug auf >f) 
zerlegt wird, sollen die ersten Ableitungen von ein« 
deutig und stetig, die zweiten Ableitungen von % end- 
lich. sein. 


§ 5- 

Erweiterung des Satzes V. Ist f eine abteilungs« 
weise(^^') eindeutige und stetige Funktion der Stelle auf 
einer Kugelfläche (R), deren Ableitungen in endlichen 
Entfernungen von den Trennungskurven eindeutig und 
stetig sind, während bei genügender Annäherung an die 
Trennungskurven die Relationen: 

223 ) e§ = ^(e) 


*) Also im besonderen, falls 

1-/ ' I j. cos(r» ’) 

df 


{ 


J r- 


an der Fläche Wj überall eindeutig und stetig ist, 

Korn, Poteiitialtlieorie. 


19 
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erfüllt sind, genügt aufserdem f den Eedingungeff ;') 
oder /}, so ist: 


224) LV 


47rR 

(Rj 




2 vT 

(R) 


f£2!Wd„ 


die reguläre, allgemeine Potentialfuiiktion des Innen- 
raumeS;, weiche an der Kugelfläche die Randwerte f 
hat, und: 


225) üa = 



cos(it) ^ 

J.2 


die reguläre, allgemeine Poteiitialfunktion des Aufsen- 
raumes, der dieRandwerte f ah der Kugelfläche ziigehören. 
Der Beweis ist wortgetreu derselbe, wie in Abschnitt III, 
Kap. 1, § 1, nur dass noch hinzuzufügen ist, dass Ui und Ua in- 
folge der von f erfüllten Bedingungen y) resp. /) auch reguläre, 
allgemeine Poteiitialfunktionen sind, somit auch die einzigen 
regulären, allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsen- 
raumes, welche an der Kugelfläche die Randwerte f haben. 


§ 6- 

Trotz dieser Erweiterungen früherer Sätze, auf die sich der 
Beweis der Neumannschen Methode stützt, scheint dieselbe doch 
auf den ersten Anblick nicht anwendbar, weil wir nicht wissen, 
ob die Integrale: 



(0 


in denen: 
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überhaupt endlich sind, falls x eine abteilun gs weise ein- 
deutige und stetige Funktion der Stelle auf m ist, und da 
sich unser Beweis der Neumannschen Methode wesentlich auf 
die Endlichkeit solcher Integrale stützte; nichtsdestoweniger 
Averden wir imstande sein, den Satz VIII in folgender Weise aus- 
zudehnen : 

ErAveiterung des Satzes VIII. Ist to eine geschlossene, 
stetig gekrümmte, gegen einen inneren Punkt 0 kon- 
vexe Fläche, so gilt die Neumannsche Methode auch dann 
noch, falls f eine abteilungsvveise (®®) stetige Funktion 
der Stelle auf w ist, falls die ersten Ableitungen von f 
in endlichen Entfernungen von den Trennungskurven 
der Fläche m (in bezug auf f) regulär sind und bei ge- 
nügender Annäherung an dieselben die Relationen er- 
füllen: 

226) = 

falls schliefslich f den Bedingungen y) oder /) genügt, 
und zAvar liefert uns die Neumannsche Methode die 
regulären, allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- 
und Aufsenraumes, welche an der Fläche « die Rand- 
werte f resp. f + C haben. 

Um dies zu beweisen, werden wir zunächst zeigen, dass wir, 
falls wir, Avie früher: 

227) 2B.=-^jf55^d« 

€0 

setzen, durch die Neumannsche Methode allgemeine Potential” 
funktionen Ui' üa' des Innen- und Aufsenraumes konstruieren 
können, welche an der Fläche m die Randwerte: 

|(3Sia + SSil) 
resp. •|(3Bia-4-3Sii) — C 

haben, und Avelche im ganzen Innen- resp. Aufsenraume eindeutig 
und stetig sind. 


19 * 
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Die Funktion: 




ist auf m eindeutig und stetig, falls f den ngor 

Satzes genügt was daraus hervorgeht, dass identisch: 


228 ) 






. COS (r^h 1 

f 4--" d« 




und bei dem Durchgänge durch die Trennungskurven bei 
Voraussetzungen die Sprünge von 


f und 


kJ - r*^ 

ZTT , 


resp. von 


- f und ■ 


1 ; r,.COS(n') 

271 : .r 


dw 1 


gerade entgegengesetzt sind. 


Können wir noch nachweisen, dass die Integrale 


22 9 j 


/^2a'f /02B2nV 

I 0.rj +[~dy-) 

1 

nr^n'f 

,)[\ dx J \ dj } dz ) 


dr, 


dfT, 


endlich sind, wenn: 

230) »,-~j’(SS. 




so Sind die a) (S. 278) für die Funktion: 


unseres 


unseren 
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1 

9 


4-2Sii) 


erfüllt, und die Neumannsche Methode liefert uns dann that- 
sächlich nach Zusatz 1 zu VIII die allgemeinen Potential funktionen 
des Innen- resp. Aufsenraumes, welche an der Fläche oo die 
Randwerte 

|(3Bia + 2gii) 

resp. i^(aBia-)-a!B,i) — C 

haben und im ganzen Innen- resp. Aufsenraume eindeutig und 

stetig sind. 

Dass nun bei unseren Voraussetzungen wirklich 

endlich sind, folgt leicht, wenn man die Formeln: 


addiert: 




Säa^d«, 

5 do) 

d)/ 






(aiBsa + SBsOdcö, 


(O 


wie sich auch leicht durch eine der Untersuchung S. 254 analoge 
Betrachtung ergiebt. Nun ist bei genügender Annäherung an 
einen Punkt P der Trennungskiirven: 


231 ) 


dm, 


Wp J(q) 




Q 


Q 
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■wo iPp eine endliche Gröfse und P eine endliche Länge vorstellt. 
Denken wir uns daher von der Fläche « einen endlichen Streifen, 

«1 abgeschieden^ von 
solcher Beschaffen- 
heit, dass jeder Punkt 
der Fläche m — 
von den Tremiungs- 
kurven a einen gröfse- 
ren Abstand hat als 
P, und bedenken wir, 
dass für irgend einen 
Punkt von «| : 

as.a + 2®2i = (SBsa 2B2i)p + D(^), 

so wird: 




wo c eine endliche Konstante vorstellt. Das erste Glied rechts 
ist null, weil für je zwei Punkte mit dem kürzesten Ab- 

stande q von <j, welche auf entgegengesetzten Seiten von c? liegen, 
mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen ist; damit ist 
die Endlichkeit von also auch von 22iimd S; 2 a einzeln 

bewiesen. 

Es stellen nunmehr nach 228) 



allgemeine Potentialfunktionen des Innen- resp. Aiifsenraumes 
dar, welche an der Fläche co die Randwerte f, resp. f + C haben, 
wenn LY Ua' die durch die Neumannsche Methode gegebenen 
allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsenraumes 
sind, welche an. der Fläche co die Randwerte: 
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yPia + SBiO, 

resp. + — G 

haben und im ganzen Innen- resp. Aufsenraume eindeutig und 
stetig sind. Die Funktionen Ui' resp. Ua' sind nun nicht blofs 
stetige, sondern auch reguläre allgemeine Potentialfunktionen, 
wie leicht P) mit Hilfe von Satz 3b) in Amii. (-^) folgt, gleiches 
gilt somit auch von Uj resp. Ua. 


Die Erweiterung des Satzes VIII gestattet uns, eine allgemeine 
Potentialfunktion des Innen- resp. Aufsenraumes zu finden, welche 
auf einem Teile der stetig gekrümmten, gegen einen inneren 
Punkt 0 konvexen Fläche co den Wert null, auf dem anderen 
Teile «2 den Wert 1 hat. Die Funktion: 

2341 f./"“'“- 

[ 1 auf ooo 

erfüllt offenbar die Voraussetzungen dieses Satzes, und die ge- 
suchten Funktionen Ui ita sind von der Form : 



«2 


wo Ui Ha' allgemeine Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsen- 
raumes vorstellen, welche in dem ganzen Innen- resp. Aufsen- 
raum eindeutig und stetig sind. 

Es sei u die Randkurve von und m' eine Fläche, welche 
6) in der Kurve c; unter von null und tt verschiedenen Winkeln 6 
schneide und aufser der Kurve (T keinen Punkt mit m gemein 
habe, wir können zeigen, dass Hi resp. lu auf in strenger 
Weise die Ungleichungen erfüllen: 



206 



0 < Ui < 1, j 

0 < Ua< 1, J 


auf m\ 


Die Behauptung ist nach der Verallgemeineniiig des Zusatzes 1 
zu n (und der Bemerkung S. 287) klar, solange man sich in 
endlicher Entfernung von der Fläche m hält; nähert man nun 
den vaiiabelii Punkt X auf der Fläche w' einem Punkte P der 



Piandkiirve er Yon genügend, so ist, wenn man um P als 
Leiitruiii in der Nornialebene der Kurve er einen Kreis mit dem 
Piadiiis ^(==PX) schlägt, der co^ in A, «2 in B schneide: 


2 : 37 } 


' !X i Hi |a — <^2 -I (tt — 0 ) 4- si/j (^), 

; Hi iX — I Hi iß = ^2 ^ ö (^)i 


WO fjf. und Ji(q) A{q) durch Verkleinerung von q unter jeden 

Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können; es folgt dies aus 
der Stetigkeit von u/ und aus dem Satze Vlla) des I. Teiles. 
Ist somit 6 von null und tt verschieden, so folgt die Behauptung 

mr Ul, auch wenn man X an er unendlich nahe heranrücken lässt; 
analoges folgt für u/. 



Es existiert somit ein echter Bruch X von solcher Beschaffen- 
heit, dass 

o-.Q, f Ui < 1 

23b) ■ } auf w . 

l Ua</!. J 

Es sei nun üj eine allgemeine Potentialfunktion des Iniien- 
raumes von «, welche sich aus einer regulären und einer stetigen^ 
allgemeinen Potentialfunktion additiv zusammensetzen kann, und 
die an der Fläche «i überall den Wert null habe, während ihr 
absoluter Wert an der Fläche der Ungleichung entspreche; 

239) abs. Uj < U, an der Fläche « 2 , 

wo r irgend eine endliche Konstante vorstellt. 

Die Funktion: 

Ui=FrUi 


ist wiederum eine allgomoine Potentialfunktion des Innenraumes, 
die sich aus einer regulären und einer stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktion additiv zusammensetzt; dieselbe hat an der 
Fläche ojj die W^erte null und entspricht an der Fläche Wg der 
Ungleichung: 

Ui — rui<o, 1 

resp. -r. — r un der Flache 

^ Ui + rUii^O, I 

Es ist somit nach der Verallgemeinerung des Zusatzes 1 zu II 
(und der Bemerkung S. 287) im ganzen Innenraume von ta: 

Ui< Fui, 

Ui>— UUi, 

oder: 

240) abs. Ui < UUi, im Innenraume von to. 

Im besonderen gilt auf der Fläche m' die erste Ungleichung 
238), es folgt somit: 

241) abs. Ui<r-2, auf der Fläche m. 

Die analoge Betrachtung lässt sich für den Aufsenraura aus- 
führen, und wir gelangen so zu den beiden folgenden Sätzen: 
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IXa) Ist üi die allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes einer geschlossenen^ stetig gekrümmten, 
gegen einen inneren Punkt 0 konvexen Fläche, die sich 
aus einer regulären und einer stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktion additiv zusammensetzt, und welche 
■an einem Teil der Fläche m die Randwerte null hat, 
während sie an dem anderen Teile der Fläche m der 
üiigleiciiung genügt: 

abs. üi^P, 

wo P eine endliche Konstante vorstellt, so ist auf irgend 
einer Fläche welche m in der Grenzkurve von 
und «2 unter von null (n) verschiedenen Winkeln 
schneidet und sonst keine Punkte mit w gemein hat: 

abs. Üj <r P * 

wo / einen echten Bruch vorstellt, der lediglich von 
der Gestalt der Flächen co und co' abhängt 

IXb) Ist Ua die allgemeine Potentialfunktion des 
Aiifsenraumes einer geschlossenen, stetig gekrümmten, 
gegen einen inneren Punkt 0 konvexen Fläche, die sich 
aus einer regulären und einer stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktion additiv zusammensetzt, und welche 
an einem Teil der Fläche m die Randwerte null hat, 
während sie an dem anderen Teile W 2 der Fläche « der 
Ungleichung genügt: 

abs. Ua < P, 

wo I eine endliche Konstante vorstellt, so ist auf irgend 
einer Fläche co', welche co in der Grenzkurve von co^ und 
unter von null {n) verschiedenen Winkeln schneidet 
und sonst keine Punkte mit oo gemein hat: 

abs. Ua<P*2, 

wo l einen echten Bruch vorstellt, der lediglich von 
der Gestalt der Flächen w und co' abhängt. 

Der Beweis der Sätze IXa), IXb) lässt die folgende Aus- 
dehnung derselben zu: 
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Yerallgemeinerung der Sätze IXa), IXb). Die Sätze 
IXa) und IXb) gelten für jede beliebige geschlossene 
Fläche falls sich nachweisen lässig dass allgemeine 
Potentialfunktioiien Ui, Ua des Innen- resp. Aiifsen- 
raumes von oo existieren, welche sich aus je einer 
regulären und einer stetigen, allgemeinen Potential» 
funkt! 011 additiv zusammens etzen , und welche an der 
Fläche «1 überall die Werte null, an der Fläche über- 
all die Werte 1 haben 


2. Kapitel. 

Die Scliwarzsclieii Methoden des alternierenden 
Verfahrens. 

§ 1 - 

(Erster Tj^ns,) 

Es sei 0 } eine geschlossene, stetig gekrümmte, gegen einen 
inneren Punkt 0 konvexe Fläche, er eine geschlossene Kurve auf 
derselben, die m in die zwei Teile oo^ und co.^ zerlege; es sei 
ferner oo' eine weitere geschlossene, stetig gekrümmte, gegen 
einen inneren Punkt 0' konvexe Fläche, welche o) in der Kurve o- 
unter von null verschiedenen Winkeln schneidet und sonst keinen 
Punkt mit w gemein hat; den im Innenraum von m gelegenen 
Teil der Fläche o/ be- 
zeichnen wir mit mo, 
den im Aufsenraume 
von m gelegenen Teil 
der Fläche o)' mit 
Es sei F eine Funk- 
tion der Stelle, welche 
in dem Imieiiraume von 
«1 ft)/ mit ihren ersten 
Ableitungen eindeutig 
und stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat; ihre Piandwerte 
an den Flächen m/ und ihre Werte auf o)^ 00.2 bezeichnen wir 
mit f; wir wollen zeigen, dass wir die stetige, allgemeine Potential- 




fiinktioii des Iiineiiraiimes von a)i konstruieren können, welche 
an den Flächen cöj öj/ die Randwerte f besitzt/'’) 

Es sei iij die durch die Neumamisclie Methode erhaltene 
stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraiimes ’ von 
welche an der Fläche m die Randwerte f besitzt, so dass: 

“242jaj Ux=f, an der Fläche 
242|b) an der Fläche « 2 - 

Bezeichnen wir mit F den absolut grölsten Wert von f, so ist : 

242xC) abs. an der Fläche 

und auch: 

242xd) abs. Ul <c F, an der Fläche 

Wir können nun mit Hilfe der Neumannschen Methode die 
stetige, ahgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von oo' 
konstruieren, für welche: 


243i a) Uj ' = f, an der Fläche «j 
243ib) Ui' = Ui, an der Fläche £ 02 '. 

Es lässt sich nämlich zeigen, dass die Funktion (f, Ui)'*'*) den • 
E':::d:::gv...:gen ß) (S. 278) genügt. Konstruieren wir eine Fläche 
mit der Randkurve er, welche in dem Innenraum von ver- 

läuft und mit diesen Flächen aufser der Randkurve <r, in der sie 
mit «1 m.2 unter von 0 ( tt ) verschiedenen Winkeln zusammentrifft, 
keinen Punkt gemein hat, so ist [wie leicht(^'^) mit Flilfe von Zusatz 1 
nnd 2 zu Villa) des I. Teiles und Satz 3b) in Anm. P^) folgt] 
iii in dem Inneiiraume von -Q, nicht blofs eindeutig und stetig, 
sondern auch regulär, es ist daher für irgend einen Punkt (§o%Q 
an der Fläche 01 .^ (im Aufsenraum von i2, oo^'): 


*•') Die folgende Untersuchung bleibt auch in Geltung, falls wir von 
der Funktion f der Stelle auf den Flächen w w' nur wissen, dass sie auf 
diesem Flächenkomplex eindeutig und stetig ist (also auch in der Kurve 6 
für beide Flächen denselben Wert hat) und dass ihre ersten Ableitungen 
auf beiden Flächen regulär sind. 

■•"=3 Wir deuten durch diese Bezeichnung die Funktion an, welche auf 
Wj' die Werte f, auf die Werte Uj hat. 
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Ul 


1 Ccui cift) 1 r 
Zn J dp V 4:71 } 
„Q-f-Wg' S2-i-ci)2 


cos (yp) 
■“1?^ 


cl«, 


■wenn p die in den Innenraum von coZ ■dnoinj-her.c’e 
von äo) bezeichnet, somit: 


Op 

04 


•Wo' 


COS (ri^) 


r- 


dw = 


Op 

04 - 


f0Ui dw , CU| 

L.^ 

J OP r Op 

Wo' 


Normale 


hieraus folgt, da Ui in dem' Innenraume von *12, Wg' regulär ist, 
unter Zuhilfenahme des Satzes Vlllb) und seines 1. Zusatzes im 
L Teile, dass die Funktion (Uj, f) den Bedingungen ß) (S. 278) ge- 
nügt. Damit ist nachgewiesen, dass u/ mit Hilfe der Neumann- 
sclien Methode konstruierbar ist. 

Es ist nun wiederum: 


243iC) abs. u/cT, an der Fläche Wo', 

243id) abs. u/<r, an der Fläche w^. 

Wir konstruieren nun mit Hilfe der Neumannschen Methode 
die stetige, allgemeine Potentialfunktion lu des Innenraumes von 
w, für welche: 

U2==f, an der Fläche w^, 

U2==u/^ an der Fläche W2, 

— der Beweis der Anwendbarkeit der Neumannschen Methode 
ist genau, wie oben — , dann ist: 

2422a) Uo — Uj^O, an der Fläche w^, 

2422b) Uo ~ Ui = u/ — f, an der Fläche «2^ 

■somit: 

2420 c) abs. (uo — Ul) < 2r, an der Fläche Wo, 

2422d) abs. (Uo ~ ni).< 2r2, an der Fläche 

nach Satz IXa), wo 2 einen echten Bruch vorstellt, der lediglich 
von der Gestalt der Flächen w und w' abhängt. 

Wir konstruieren weiter mit Hilfe der Neumannschen Methode 
die stetige, allgemeine Potentialfunktion U2' des Iiinenraumes von 
4»', für welche: 

112'==!, an der Fläche w/, 
i^' = Uo, an der Fläche Wo', 
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cltHin ist ; 

2430 aj iio' — n/ = 0j an der Fläche 
2432 bj 11^' — Ul' = 112 — ii |5 an der Fläche 

somit: 

•243.0} abs. (U2'-Ui')<2r;., an der Fläche 00.2 (nach 2422d), 
243.4} abs. (u.' — u/} < 2r'22^ an der Fläche Mj, 

nach Satz IX a). 

In dieser Weise gehen wir weiter und bilden die beiden 
unendlichen Reihen : 


244} u =Ui -f-(u. — Uj) +(U 3 — U 2 ) + ••• = lim u„, 

n = oo 

245 ) 11 = Uj -f (U2' — Ul') + (Ug' — U2') H- • • • = lim Ui/, 

n = w 

dann stellt die Reihe 244) infolge der Relationen: 


242 a) 


Ui=f, 

u. — Ul = 0, 

U.3 — U. = 0, 


an der Fläche «1, 


•242 b) 


Ul =f, 

U 2 — Ul = Ul' — f, 

U3 — «2 =%' — u/, 


an der Fläche «2, 


242 c) 


abs. Ul < r, 
abs. (u, - Ui) < 2r, 
abs. (ug - ug) < 2rX% 
abs.(u4-Ug)52n-‘, 


an der Fläche <»2, somit 
auch im ganzen Innen- 
raume von ft), 


eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von <» 

dar, für welche: 

f u = f, an der Fläche oo., 

246 ) < ^ 

> 1 u = lim u„' = u', an der Fläche <0., 

und die Reihe 245) stellt infolge der Relationen: 
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243 a) 


= I 

~ ~ I an der Fläche w/, 

Uj' _ ug' = 0, I 


243 b) 


u,' = f, 

Ua' — Ul' = Ul — f, 

= Ua — Ul, 


an der Fläche m;,\ 


243 c) 


abs. u/ ^ r, 
abs. (U2' “ u/) <c 2 TA, 
abs. (Ug' — U2O ^ 2 r2^, 
abs. (U4' — Ug') ^ 2 


an der Fläche üö^\ somit 
auch im ganzen Innen- 
raume von co'^ 


eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Iiinenraumes von od 
dar, für welche: 

j u" = f, an der Fläche «j 
247) I = Un==u, an der Fläche 

In dem Innenraume von <»2 und w.2 sind die Funktionen u 
und u' identisch, da nach der zweiten Formel 246) und der 
zweiten Formel 247) 

u __ u' = 0, an der Fläche « 03 , 
u __ u' = 0, an der Fläche 

somit nach Zusatz 2 zu II: 

248) u = u' im Innenraume von cög oo,/. 

Die Formeln 246), 247) zeigen uns, dass die stetige, allgemeine- 
Potentialfunktion des Innenraumes von co/, die an den Flächen 
cöj .die Werte f annimmt, in dem Innenraume von m durch 
die Reihe: 

U = Ul 4- (U2 — Ul) 4 - (Ug — U2) 4- • • 
im Innenraume von durch die Reihe: 

u' = u/ 4- (U 2 ' — Uj') 4- (Ug' — U 2 ') H , 

dargestelit wird. 
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Ein jedes derartiges alternierendes Verfahren, durch 
welches man die gesuchte, allgemeine Potentialfunktion 
in Gestalt unendlicher Reihen erhält, wollen wir in 
Zukunft als eine Schwarzsche Operation bezeichnen. 

Xa) Sind m und m zwei stetig gekrümmte, gegen 
Je einen inneren Punkt konvexe, geschlossene Flächen, 
die sich in einer Kurve a unter von null(7r) verschiedenen 
Winkeln schneiden und aufser <y keinen Punkt gemein 
haben, und bezeichnet man mit coj' die äufseren, 
mit Cd, Wo' die inneren Flächenteile, so kann man mit 
Hilfe der Xeumannschen Methode und einer Schwarz- 
schen Operation die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des Innenrauraes von coj konstruieren, die 
an diesen Flächen die gegebenen Randwerte f annimmt, 
falls f der folgenden Bedingung genügt: 

Es existiert eine Funktion F des Innenraumes von 
Cd, cdj', welche mit ihren ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist, endliche zweite Ableitungen hat und an 
den Flächen Wj co^' die Randwerte f besitzt, 
oder der allgemeineren Bedingung: 

Es existiert eine auf Wj w/ mit f übereinstimmende 
eindeutige und stetige Funktion des Flächenkomplexes 
■ca w', deren erste Ableitungen auf w und ca' regulär sind.f"^) 


(Zweiter Typus.) 

Unter Beibehaltung der Bezeichnungen und Voraussetzungen 
■des vorigen Paragraphen wollen wir zeigen, dass man mit Hilfe 
der Neumannschen Methode und einer Schwarzschen Operation 
auch die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes 
von Cd, ce,' konstruieren kann, die an diesen Flächen die gegebenen 
Randwerte f annimmt. 

Es sei Ul die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innen- 
raumes von ca, für welche: 

249i) Ul = f, an der Fläche w,. 

Ul = f, an der Fläche Wj ; 



Ul' die stetige^ -dig-i-iueiu.j Potentialfunktion des Imienraiiiiies ¥Oii 
für welche: 

250i) = Uj, an der Fläche 

Ui=0, an der Fläche 

es sei weiter iio die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Iniienraumes von für welche: 

iig == f — Ul', an der Fläche «o, 
iig = 0, an der Fläche 

:SO dass: 

249o) lu — Ui= — u/, an der Fläche m./; 

Uo' die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von 
■m\ für welche: 

U .2 = f — 11.3, an der Fläche «>3', 

U2' = 0, an der Fläche 

so dass: 


25O2) U2' — Uj' = — (U2 — Ul), an der Fläche oo^; 


und so fort; es folgen dann wieder, wenn wir mit F den absolut 
gröfsten Wert von f bezeichnen, analog der Untersuchung des 
vorigen Paragraphen die Ungleichungen : 


■251) 


abs. Ul < r, 
abs. (Uo — Ul) < 2 TA, 
abs. (Ug — 03)^2 


im 

Innen- 
raume 
von w, 


abs. Ul < 2r, 
abs. (ug'— u/) < 2ril2, 
abs. (u/ — Us'j < 2FX^, 


im 

Innen» 

raume 

von 


■so dass die Pieiheii: 


Uj -f (Uo — Ul) 4 - (Ug — Ug) 4 - • • • = lim Un, 

n = 00 


Ul 4 - (U2 — Ul ) 4 - (U3 — 1I3 ) 4 - . . . == lini 

Q = 00 


im Innenraume von «2 ^2 beide konvergieren. 

Addieren wir alle Formeln 249), so folgt: 

Ul + (U2-Ui) + (Ug-Uä) + .. . = f - Ui' - (Us'-u/) 

(an der Fläche oo^) 

•oder: 



Ul +(U2— Ul) +(U3-U2) 

+ Ul' + (ua'- U] ') + (Ug'-Ug') -1 1 


= f, 


Korn, Potentialtlieorie. 


(an der Fläche Wg) 5 
20 



addieren wir alle Formeln 250 ), so folgt: 


Uj' (Uo' — Ul') -f- (u/ 

oder: 


U 2 ') + • • • = f — Ul — (Uä — Ul) — • . 

(an der Fläche «»2), 


I Ul 4- (u, - Ul) 4- (U3 - u.,) 4 ] 

! 4- Ul' 4- (Uo' - Ul') 4- (U3' — Uo') 4 i 


= f, (an der Fläche c»/). 


Die Funktion: 


( U = Ul 4- (Uo — Ul) 4- (Ug — U2) 4 

253 ) I 4 - Uj' 4- (Ug' — Ul') 4- (U3' — U2') 4 - • • • 

= lim (Un 4- Un') 

'• n = 00 

stellt somit die gesuchte Potentialfunktion dar. 

Xb) Wir können bei den Voraussetzungen*) des 
Satzes Xa) mit Hilfe der Neumannschen Methode und 
einer Schwarzschen Operation auch die stetige, all- 
gemeine Potentialfunktion des Innenraumes von «2 «2' 
konstruieren, die an den Flächen «3 die gegebenen 
Piandwerte f besitzt. 


(Dritter Typus.) 

Xe) Es sei «1 eine beliebige geschlossene Fläche 
und «2 irgend eine zweite geschlossene Fläche, die ganz 
innerhalb oji verläuft, und es sei uns eine Methode 
bekannt, stetige, allgemeine Potentialfunktionen des 
von coi «2 begrenzten Gebietes zu konstruieren, welche 
an der Fläche «1 bestimmte — gewissen hier nicht näher 
zu diskutierendenBedingungen**) unterworfene — Rand- 
werte fl annehraen, während ihnen an der Fläche ca^. 
beliebige Randwerte zukommen sollen, die auf 


•■) Es sei nur hervorgehoben, dass f auf der Fläche c«/ nicht nwlir 
d efiniert zu sein braucht (resp. die F nnktion P nicht im Aufsenraume von 
**) Es sei nur bekannt, dass auch die Funktion 

f. = l 


diesen Bedingungen genügt. 
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mit ihren ersten Abieitungen eindeutig und stetig sind 
und endliche zweite Ableitungen haben; es sei ferner 
eine geschlossene Fläche, welche ganz innerhalb des 
von «1 £00 begrenzten Gebietes verläuft und «o in ihrem 
Inneiiraume enthält, und 
es sei uns eineMethode be- 
kannt, stetige, allgemeine 
Potentialfunktionen des 
Innenraumes von w' zu kon- 
struieren, deren Rand- 
werte f' an der Fläche m' 
mit den Werten einer all- 
gemeinen Potentialfunk- 
tion des von be- 

grenzten Gebietes auf w' übereinstimmen; wir können 
dann mit Hilfe einer Schwarzschen Operation die stetige, 
allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von 
konstruieren, die an der Fläche die Randwerte f| 
annimmt. 

Sei nämlich u^ die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraiimes von eog, für welche: 

254ia) Ui = fi5 an der Fläche 
254i b) Ul == 0, an der Fläche ; 

es sei ferner u/ die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes von cö', für welche 

255i) u/ = Ui, an der Fläche m\ 

Es sei weiter U2 die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes von ooi 6)2, für welche: 

U2 = fi, an der Fläche 001, 

U2 ™ Ul', an der Fläche £»2? 

dann ist: 

2542 a) U2 — Ul = 0, an der Fläche «1 , 

2542 b) U2 — Uj == u/, an der Fläche «2? 

es sei ferner U 2 ' die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Imienraumes von für welche 

112' = U2, an der Fläche 

W' 



Fig. 67. 



dann ist: 


2552) u.?' — Ui' = Ho — iij, an der Fläche m\ 
und so fort. 

Wir bilden nun die unendlichen Reihen: 


256 ) u Ui -f- (Uo — Uj) 4- (Ug — 112) + • - ^ lim 11,,, 

11“ CO 

257) u' = u/ -t- (Uä' — u/) -f- (Ug' — Uo') + • • • EE lim u,/, 

II = 00 

dann stellt die Reihe 256) infolge der Relationen: 


254a) 


Ul =fi, 

Uo — Ul = 0, 
Uj - Uo = 0, 


an der Fläche Wi, 


254 b) 


Ul =0, 

u, - Ui =Ui', 

Ug — Ua = Uo' — Ul', 


an der Fläche Wg, 


eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von 
Wj Mo dar, für welche: 


258) 


u = fi, an der Fläche «i, 

u = lim Utt' = u', an der Fläche 

11 = 00 




die Reihe 257) stellt infolge der Relationen: 


255) 


Ul' = Ui, 

Uo'-Ui'^Uä — Ul, 
Ug' — Uo' = Ug — Uo, 


an der Fläche <w', 


eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von a> 
dar, für welche: 


259) u' = lim Utt = u, an der Fläche w', 

a=oo ’ 

falls die Reihe 256) im ganzen Innenraume von «i die Reihe 257) 

ini g’anzGn InnGnrs,uin von o)'^ konvorgiort. 
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Das ergiebt sich aber aus den Formeln, welche sich aiialo 
der Untersuchung des § 1 mit Hilfe des Zusatzes zu IX i 
Anm. (^‘^j siiccessive ableiten lassen: 


260} 


abs. Ul < 

abs. (iio — Ul) < Tj, 

abs. (1I3--U2) 

abs. (U4--U3) < I 


im 

Innen- 

raume 

von 

6e)i 0^2, 


abs. Ui'<ri, I im 
abs. (u 2 '--u/) Ti 1, I Imien- 
abs. ( 11 / -—U 2 ') < 
j abs. (uZ-UsO^TiP^ 


raimie 

von 


wo den absolut gröfsten Wert von und X einen echten 
Bruch vorstellt. 

In dem Innenraume von «2 oa' sind die Funktionen u und 
ih identisch, da nach der zweiten Formel 258): 

u — ih == 0, an der Fläche 0 ) 2 , 
und nach der Formel 259): 

Li — u' = 0, an der Fläche w', 
somit nach Zusalz 2 zu II: 


261) 11 = ii\ im Innenraume von 602 oo\ 

Es zeigt sich somit, dass die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des Imienraumes von «i, die an der Fläche «j die 
Randwerte fi annimmt, in dem Innenraume von «1 00.2 durch die 
Reihe : 

11 = Ul + (U2 — Ul) + (U3 ~ U2) H , 

im Imienraume von m' durch die Reihe: 


U' = u/ 4 - (U2' — VLi) H- (U3' — Uä') -} 

dargestellt wird. 


§ 

(Vierter Ms sechster Typus.) 

Genau analoge Methoden, wie sie durch die Untersuchungen 
in § 1 bis § 3 zur Konstruktion von allgemeinen Potentialfiink- 
tionen eines Imienraumes abgeleitet wurden, lassen sich auch 


ÖD d 
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zur Konstruktion von allgemeinen Potentialfunktioneii eines Äufseii- 
raumes benützen; es gelten die folgenden Sätze 

Xd) Wir können bei den Bezeichnungen des Satzes 
Xa) mit Hilfe der Neumannschen Methode und einer 
Schwarzschen Operation auch die stetige, allgemeine 
Potentialfunktion des Aufsenraumes von kon- 
struieren, die an den Flächen die eindeutigen 

und stetigen Randwerte f annimmt, falls f der folgenden 
Bedingung genügt: 


Es existiert eine Funktion F des Aufsenraumes von 
€öo «2'? welche mit ihren ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist, endliche zweite Ableitungen hat und an 
den Flächen (0^2 die Randwerte f besitzt; oder der all- 
gemeineren Bedingung: 

Es existiert eine auf «2 mit f übereinstimmende 
eindeutige und stetige Funktion des Flächenkomplexes 
m deren erste Ableitungen auf co 00' regulär sind.(^''^) 

Xe) Wir können bei den Voraussetzungen*^) des 
Satzes Xd) mit Hilfe der Neumannschen Methode und 
einer Schwarzschen Operation auch die stetige, allge- 
meine Potentialfunktion des Aufsenraumes von 
konstruieren, die an den Flächen Wj w/ die gegebenen 
Randwerte f annimmt. 

Xf) Es sei (Ol eine beliebige geschlossene Fläche und 
(02 irgend eine zweite geschlossene Fläche von solcher 
Beschaffenheit, dass coi ganz innerhalb «2 verläuft, und 
es sei uns eine Methode bekannt, stetige, allgemeine 
Potentialfunktionen des von £0^ «2 begrenzten Gebietes 
zu konstruieren, welche an der Fläche bestimmte — 
gewissen, hier nicht näher zu diskutierenden Bedin- 
gungen unterworfene — Randwerte fi annehmen, wäh- 
rend ihnen an der Fläche «2 beliebige Randwerte £:> zu- 
komnieii sollen, die auf 0)2 mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig sind und endliche zweite Ablei- 


) Es ist Beweis von Xd) genau analog dem Beweise von Xa); 

” Ji ^ ®) D n „ „ „ X b) ; 

■ ” n „ f V Xc), 

Es sei nur liervorgehoben, dass f auf der Fläche nicht mehr 
dehmert zu sein braucht (resp. die Funktion F nicht im Inuenranme von o). 
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tiingen haben; es sei ferner 0)' eine geschlossene Fläche, 
welche ganz innerhalb des von coi 002 begrenzten Gebietes 
verläuft und «1 in ihrem Innenraume enthält, und es sei 
uns eine Methode bekannt, stetige, allgemeine Poteiitial- 
funktioiien des Aufsen- 
raumes von zu konstru- 
ieren, deren Randwerte t' 
an der Fläche m' mit den 
Werten einer allgemeinen 
Potentialfunktion des von 
6)1 »2 begrenzten Gebietes 
auf fiö' übereinstimmen; wir 
können dann mit Hilfe einer 
Schwarzschen Operation die stetige, allgemeine Poten- 
tialfunktion des Aufsenraumes von konstruieren, 
die an der Fläche die Randwerte f^ annimmt. 



§ 5. 


(Kombination von KugelfiächeiL) 


Wir haben bisher die Schwarzschen Methoden (erster, zweiter, 
vierter, fünfter Typus) zur Konstruktion stetiger, allgemeiner 
Potentialfunktionen des Innen- und Aufsenraumes von Flächen 
benützt, die sich aus zwei Teilen von stetig gekrümmten, ge- 
schlossenen, gegen je einen inneren Punkt konvexen Flächen 
zusammensetzen , unter der Bedingung, dass sich diese beiden 
Teile unter Winkeln 6 schneiden, die den Ungleichungen: 


oder 


0 < 6 < TT, 

n Cb C 271 , 


in strengem Sinne genügen. 

Für den Fall, dass die zu kombinierenden Flächen Teile von 
Kugelflächen sind, werden sich offenbar die den Randwerten f 
in den Sätzen Xa), Xb), Xd), Xe) auferlegten Bedingungen 
wesentlich verallgemeinern lassen; wir beschränken uns auf die 
Untersuchung des ersten Typus (Xa); die Betrachtung der übrigen 
drei Fälle ist ganz analog. Wir beschäftigen uns also mit der 
folgenden Aufgabe: 
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Es seien m und m' zwei Kugeiflächen und f eine Funktion 
der Stelle auf denselben; die beiden Kugelflächeii sollen sich in 
einem Kreise ö* unter einem Yon null verschiedenen Winkel 6 
schneiden, die äufseren Fläclienteile mögen wieder m/, die 
inneren heifsen; es handelt sich um die Konstruktion — 

wir wollen die Aufgabe gleich recht allgemein stellen — einer 
allgemeinen Potentialfunktion des Innenraiimes von die 

sich aus stetigen und regulären allgemeinen Potentialfiinktioneii 



additiv zusammensetzt und an den Flächen die Randwerte f 
hat; wir werden sehr allgemeine Bedingungen aufstellen, unter 
denen die Konstruktion der gesuchten Funktion mit Hilfe einer 
Scliwarzschen Operation möglich ist. 

Wir setzen von f voraus, dass es auf co und m' abteilungs- 
weise eindeutig und stetig ist, dass seine ersten Ableitungen ein- 
deutig und stetig sind, solange man sich in endlicher Entfernung 
von den Treiinungskurven der beiden Kugelflächen (in bezug 
auf f) hält, während bei genügender Annäherung an dieselben die 
Relationen: 


erfüllt sind, und es möge f aufserdem für jede der Flächen « und 
m' den Bedingungen /^') (oder den allgemeineren Bedingungen 7) 

genügen. 


*) Siehe S. 288. 
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Versuchen wir jetzt, die Schwarzsche Methode (§ 1) an- 
zuwenden, so können wir zunächst mit Hilfe der Eriveiterung 
des Satzes V (S. 289) die Funktion Uj angeben, es wird sich nun 
darum handeln, zu untersuchen, ob wir die Funktion u/ mit 
Hilfe desselben Satzes angeben können, d. h, ob die Funktion 

f auf ft)/, 

Uj auf 0)2 


sich den Bedingungen r) unterordnet. Dieselben sind Jedenfalls 
erfüllt, wenn bei genügender Annäherung an den Kreis (T auf 
der Fläche 


Q 



OOo 


cos (r^) 


doo — J (o) 


ist, mit eventueller Ausnahme bei der Annäherung an einzelne 
Punkte auf er, für welche nur 


abs. ^ ^ fui — dft) <r endl. Konstante 
Ci/ ^ ^ r- 


ft?o 


zu sein braucht. 

Denken wir uns nun wieder die Fläche (vgl. § 1 ), welche 
die Randkurve er hat, im Innenraum von CO2 verläuft und 
ft)^ 0)2 in der Randkurve er, aufser der sie keinen Punkt mit oi^ 002 
keinen Punkt gemein hat, unter von null verschiedenen Winkeln 
schneidet, so gilt wieder für einen Punkt (§o 7 oQ Fläche 0)2 
(an der Aufsenseite in bezug auf den Innenraum von o)^ o){) die 
Formel : 


0 Ui 

dp. 


Jl. fgUi cos(r>/(,) 1 8 r cos (r»/) 

47 t J dv 47 r 0 Va J ^ 

CO2 “t“ ft)^ 


dft), 


wenn Pq die in den Innenraum von 00^ hineingehende Normale 
von in (?o%Q vorstellt. Nach Vlllb) des I. Teiles und Er- 
weiterung dieses Satzes in Anm. (^^) wird somit bei genügend 
kleiner kürzester Entfernung q von er 





cos(r^) , 
^ dft) 

r- 
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den obigen Bedingungen genügen, wenn selbst auf «2' und 

die Bedingungen erfüllt, dass bei genügender Annäherung an den 
Kreis a auf der Fläche 

ist, mit eventueller Ausnahme {°^) bei der ALinähorung an einzelne 
Punkte auf er, für welche nur 

0U 

abs. Q < endl. Konstante 

zu sein braucht. 

Das folgt aber nach Zusatz 2 zu Villa) des I. Teiles resp. 
Zusatz 3 zu Villa) in Anm. (^®), falls die Trennungskurven der 
Fläche M, in denen f springt, keinen Punkt mit a gemeinsam 

haben oder jedenfalls nur vereinzelte Punkte; es würden die 

obigen Bedingungen nicht mehr erfüllt sein, falls eine jener 
Trennungskurven mit dem Kreise <r ein endliches Stück gemein 
hätten. Ist letzteres aber nicht der Fall, so ist die Funktion Uj' 
konstruierbar, in analoger Weise fortgehend auch u^, u^', ... 
Der übrige Teil des Beweises von Xa) ist ohne weiteres auf 
unseren Fall übertragbar, es ist nur zu bemerken, dass die 
Funktionen 

«3 - «2 , U4 - U3 , . . . 

U/ — Ul', Ug' - Ug', . . . 

nicht blofs reguläre, sondern auch stetige allgemeine Potential- 
funktionen des Innenraumes von w resp. «' sein werden, so dass 
sich die Funktionen: 

“ ^ ~ + (us — Ug) -h • • • , in dem Innenraume von <0, 

^ ~ (*^2 — Ul )+ (ug'— Ug') H- • • • , in dem Innenraume von «' 

aus je einer regulären und einer stetigen allgemeinen Potential- 
ranktion zusammensetzen und somit wegen der Gleichheit ihrer 
erte an den Flächen Wg und co.^' in dem Innenraume von m., w,/ 
identisch sein müssen. “ " 

Wir erhalten so den 

Zusatz zu Xa). Sind und co^’ Teile zweier Kugeln 
CO und deren Innenwinkel 6 der Ungleichung: 

TT < 6 < 271 
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in strengem Sinne genügt; ist ferner f eine abteilungs- 
weise eindeutige und stetige Funktion der Stelle auf 
&> und deren erste Ableitungen in endlicher Ent- 
fernung von den Trennungskurven der Flächen mm' (in 
bezug auf f) eindeutig und stetig sind, während bei 
genügender Annäherung an dieselben die Relationen: 

0f 

erfüllt sind; genügt endlich die Funktion f auf m und 
den Bedingungen /) (oder den allgemeineren Bedin- 
gungen y)j so kann man mit Hilfe einer Scliwarzsclieii 
Operation die sich aus einer regulären und einer stetigen 
allgemeinen Poteiitialfunktion zusammensetzende all- 
gemeine Potentialfunktion des Innenraumes von äIj 
konstruieren, welche an den Flächen die Rand- 

werte f besitzt, wenn die Trennungskiirven von m und 

in denen f springt, entweder keinen Punkt mit dem 
Kreise a gemeinsam haben, in dem sich die Kugelflächen 
mm' schneiden, oder wenn sie diesen Kreis er in einzelnen 
Punkten unter von null verschiedenen*) Winkeln 
schneiden. 

Wir können offenbar einen solchen Zusatz auch den Sätzen 
Xb), Xd), Xe) beifügen; wir sprechen hier nur den Zusatz zu 
Xe) auSj der für äufsere Probleme dasselbe leistet, wie der Zusatz 
zu Xa) für innere Probleme. 

Zusatz zu Xe). Man kann bei den Voraussetzungen 
des Zusatzes zu Xa) auch mit Hilfe einer Scliwarzschen 
Operation die sich aus einer regulären und e in ei- 
st et igen, allgemeinen Potential funkt ion zusammeii- 
setzende allgemeine Potentialfunktion des Äufsen- 
raiimes von konstruieren, welche an den Flächen 

die Randwerte f besitzt. 

Es seien nun und mi zwei beliebige geschlossene Flächen 
von solcher Beschaffenheit, dass coi ganz innerhalb «i liege, 
es sei ferner «2 eine dritte geschlossene Fläche, die ganz inner- 


*) Diese Voraussetzung wird durck die Anwendung der Sätze des 
I. Teiles stiilscliweigend eingeführt- 
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haih Ml verläuft und f' irgend eine allgemeine Potentialfunktion 
des von «j Mo begrenzten Gebietes. 

Es seien weiter (RJ (Ro) zwei innerhalb Wj gelegenen 
Kugelflächen^ die sich in dem Kreise a unter einem von null 
verschiedenen Winkel schneiden und von der Fläche u)( in solcher 
Weise geschnitten werden, dass die Schnittkurven mit dem Kreise a 
nur einzelne Punkte gemein haben und in diesen mit ihr unter 
von null verschiedenen Winkeln Zusammentreffen. Die äufseren 
im Aufsenraume von m( gelegenen Teile von (Ri) und (R,) be- 
zeichnen Wir mit Al und Ao, die äufseren, im Innenraume von 



Fig. 70. 


«i eemgenen leile von (R,) und (R^) mit und B.,; wir können 
nach Zusatz zu Xa) die sich aus einer regulären und einer 
engen, a,. gemeinen Potentialfunktion zusammensetzende, all- 
gemeine Potentialfunktion des Innenrauraes von 

Al Aa Bo Bl 

konstruieren, die an den Flächen Ai, A3 die Randwerte f an 
werfe h’ 5; f iMl, »Oll denen vormsgeietzt 

end,ieL” w;JriSnef„1at"*“ 

wu^ciriacnen (iiij (Ho) . . . (R,^), die sich in einer durch 
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die Figur 71 angedeuteten Weise aneinanderschliefsen und den 
äiifseren Kranz , öTh, den inneren Kranz ß.y , . . ßn bilden, 

mit Hilfe einer endiicdien Anzahl Schwarzseher Operationen zur 
Lösung des folgenden Problemes: 

Die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Inneiiraiimes von 
«2 . . . und ßi ß2 . . . ßn zu konstruieren, die an den Flächen 
«2 . « . oTii die Randwerte f an den Flächen ßi ß2 • « > ßn die 
Randwerte F hat. Wir gelangen schliefslich mit Hilfe einer end- 
lichen Anzahl von (in der Figur schwach markierten) Kugeln (Rj), von 
denen je zwei untereinander und mit den Kugeln (Rj) (R2) . . . (R^) 



zusammen den Bedingungen des Zusatzes zu Xa) genügen, auch 
mit Hilfe einer endlichen Anzahl Schwarzseher Operationen zur 
Lösung des folgenden Problemes: 

Die stetige^ allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von 
«2 zu konstruieren, die an den Flächen «j «3 . . . die Rand- 
werte f hat; wir können somit den folgenden Satz aussprechen : 

XIa) Ist ööj irgend eine geschlossene Fläche, «2 
irgend eine zweite geschlossene Fläche; die ganz inner- 
halb «1 verläuft, und f irgend eine allgemeine Potential- 
fimktion des Innenraumes von «i so können wir stets 
eine geschlossene, aus einer endlichen Anzahl von Kugel- 
kalotten «1 £^2 ... «a bestehende Fläche konstruieren; die 
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ganz innerhalb des von «i und cög begrenzten Raumes 
verläuft, und wirkönnen die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des Innenraumes von a.^ . . . «u, die an den 
Flächen «1 ßo ... «n die Randwerte f' hat, mit Hilfe einer 
endlichen Anzahl von Schwarzschen Operationen kon- 
striiieren. 



Fig. 72. 

In vollkommen analoger'^) Weise ergiebt sich der Satz: 

Xlb) Wir können bei den Voraussetzungen des 
Satzes XIa) gleichfalls mit Hilfe einer endlichen Anzahl 
Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine Po»- 
tentialfunktion des Aufsenraumes von . «n kon- 
struieren, die an den Flächen ... «n Rand- 

werte f hat. 

§ 6 - 

(KoniMnatioii von Kiigelflächen und stetig gekrüiniiiteii, ge- 
scMossenen , gegen je einen inneren Funkt konvexen Mächen.)^ 

Gehen wir den Beweis des Zusatzes zu Xa) noch einmal 
unter der Voraussetzung durch, dass nicht beide Flächen m und m 


'^) Nur genügen hier zum Bewmse bereits die Kombinationen (Ri). 
(Es) (EJ; man braucht hier die (Ej) nicht. 
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Kiigelfläclien sind, sondern nur die Fläche während die Fläche m 
nur eine stetig gekrümmte, geschlossene, gegen einen inneren Punkt 
konvexe Fläche ist, so sehen wir, dass alle Schlüsse in Gültigkeit 
bleiben, wenn für die Funktion f auf der Fläche m noch die Be» 
dingung hinzukommt, dass ihre ersten x4bleitungen in endlichen 
Entfernungen von den Trenniingskurven auf w regulär sind» 
Dieselben Erweiterungen lassen auch natürlich Typus 2 , 4 , 5 
der Schwarzschen Methode zu, und während wir bisher haupt- 



sächlich von Typus 1 und 5 Anwendung gemacht haben, kommt 
es uns nun hier auf die Erweiterung von Typus 2 und 4 wesentlich 
an, und wir können die beiden folgenden Sätze aussprechen: 

Zusatz zu Xb). Ist co eine stetig gekrümmte, ge- 
schlossene, gegen einen inneren Punkt konvexe Fläche 
und « 2 ' eine Kugelkalotte, die mit cög Winkel Ö ein- 
schliefst, welche der Ungleichung: 

0 < Ö < TT 

in strengem Sinne genügen; ist ferner f eine abteilungs- 
weise stetige Funktion auf m und deren erste Ab- 
leitungen in endlichen Entfernungen von den Trennungs- 
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kurven der Flächen « 0 « bezug auf f) auf der Kugel- 

kalotte <0.2' eindeutig und stetig, auf der Fläche ca 
regulär sind, während bei genügender Annäherung an 
dieselben die Relationen; 

erfüllt sind; genügt endlich die Funktion f auf ca und caj' 
den Bedingungen /) (oder den allgemeineren Bedin- 
gungen r)^ so kann man mit Hilfe der Neumannschen 
Methode und einer Schwarzschen Operation die sich 
aus einer regulären und einer stetigen Potentialfunktion 
zusammensetzende allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes von ca^ co/ konstruieren, welche an den 
Flächen ca^ die Randwerte f annimmt, wenn die 
Trennungskurven von ca ca/, in denen f springt, entweder 
keinen Punkt mit der Schnittkurve ff von co und ca' ge- 
meinsam haben, oder wenn sie diese Schnittkurve in 
einzelnen Punkten unter von null verschiedenen Winkeln 
schneiden. 

Zusatz zu Xd). Man kann bei den Voraussetzungen 
des Zusatzes zu Xb) auch mit Hilfe der Neumannschen 
Methode und einer Schwarzschen Operation die sich 
aus einer stetigen und einer regulären, allgemeinen 
Potentialfunktion zusammensetzende allgemeine Poten- 
tialfunktion des Aufsenraumes von konstruieren, 

welche an den Flächen <»2' die Randwerte f annimmt. 

3. Kapitel. 

Lösung des inneren Problemes. 

Es sei ca eine beliebige geschlossene Fläche, <»i' eine beliebige 
zweite geschlossene Fläche, die ganz innerhalb von co verläuft, 
der Fläche co aber beliebig nahe sein kann. Es sei ferner F eine 
Funktion der Steife in dem von ca ca/ begrenzten Raume, die mit 
ihren ersten Ableitungen eindeutig' und stetig ist und endliche 
zweite Ableitungen hat; ihre Randwerte an der Fläche ca seien 



mit f bezeiclinet; wir werden zeigen, dass wir mit Hilfe der 
Neurnannsclien Methode und einer endlichen Anzahl Schwarzseher 
Operationen die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innen» 
raumes von w konstruieren können, welche an der Fläche m die 
Piandwerte f-liat. 

Wir können eine endliche Anzahl von Kugelfläclien (Ri) 
(Ro) * . , (Pin) konstruieren, welche die Fläche m in den Kurven 
o*! cr .2 , . . cTn Hilter Winkeln 6 schneiden, die der Üngleichiing 

0 < 6 C TT 

in strengem Sinne genügen, und die Kugelflächen (Rj) (P^) . . . (Ra);, 
welche sich in der in der Figur angedeuteten Weise an einander 



schliefsen und von null verschiedene Winkel mit einander 
bilden, sollen auch von der Fläche mi unter von null ver» 
scMedeiien Winkeln geschnitten werden. , Schliefslich sollen die 
von (fl er.j (Ta begrenzten Teile ^on m gegen Je 

einen Punkt 0| O 2 . . . On konvex*) sein. Diese Konstruktion lässt 
sich stets erreichen, w^enn man die Fläche .co/ der Fläche m ge- 
nügend nahe annimmt. 


d. h. bei unserer früheren Definition (S. 235), dass sich irgend ein 
Punkt 0| resp. O 2 ... im Eaume finden lässt, durch den sich keine Tangeiitiah 
ebene zu dem betreffenden Flächenstück legen lässt. 

Korn, Poteatialtiieorie, 
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Wir greifen den von und (Ri) [dem im Iniienraume von 
Teile der Kugelfläche (Rj)] begrenzten Raum heraus 
und bezeichnen die Kurve, in der die Kiigelfläche (RJ die Fläche 
wi schneidet, mit ö“/. 

Wir können nach Zusatz zu Xb) mit Hilfe der Neumann» 
sehen Methode und einer Schwarzschen Operation, die sich aus 
einer stetigen und einer regulären, allgemeinen Potentialfimktion 
zusammensetzende, allgemeine Potential funktion dieses Raumes 
konstruieren, welche an der Fläche und dem von cTi und er/ 
begrenzten Teile der Kugelfläche (Rj) die Randwerte F und an 





dem von a/ begrenzten Teile der Kugelfläche (Rj) die Werte 4 
hat, \YO (2 eine beliebige Funktion der Stelle sein soll, die in 
dem Innenraume von Wi mit ihren ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 

Wir gehen nun zu einer Kombination zweier Räume von der 
betrachteten Form über, etwa der Kombination des von und 
(Rj) begrenzten Raumes mit dem von und (R^) begrenzten 
Raume, nur wollen wir, um Übereinstimmung mit dem Typus 1 
der Schwarzschen Methode herbeizuführen, die folgenden Bezeich- 
nungen wählen: 

Wir bezeichnen 

mit mi die Fläche und den aufserlialb des zweiten Rau- 
mes gelegenen Teil der Kugelkalotte (Ri), 
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mit die Fläche Q .2 den aufserhalb des ersten Piaumes 
gelegenen Teil der iFageihrdcFe (Pw), 
mit den innerhalb des zweiten Raumes gelegenen Teil 
der Kugelkalotte (Ri), 

mit den innerhalb des ersten Raumes gelegenen Teil der 
Kugelkalotte (Rg). 

Wir können mit Hilfe des Typus 1 der Schwarzschen Methode 
die sich aus einer stetigen und einer regulären, allgemeinen 
Potentialfiinktion zusammensetzende, allgemeine Potentialfunktion 
des von und 00 ^ begrenzten Raumes konstruieren, welche an 
den aufserhalb «f gelegenen Teilen von 0 ?^ und £ 0 / die Rand- 



werte F, an den innerhalb gelegenen Teilen von Wj und ooi 
die Randwerte fs hat. 

Um zu beweisen, dass uns die in § 1 anseinandergesetzte 
Methode (Typus 1) zur Lösung dieser Aufgabe führt, wäre, wie 
es auf den ersten Blick scheint, der Nachweis notwendig, dass 
man eine sich aus einer stetigen und einer regulären, allgemeinen 
Potentialfunktion zusammensetzende allgemeine Potentialfuoktion 
des von begrenzten Raumes konstruieren kann, die an der 

Fläche «I die Randwerte null, an der Fläche oo^ die Randwerte 1 
hat. Diese Möglichkeit ist nun durch den Zusatz zu Xb) nicht 
gegeben, da die Kurve, in der die Randwerte springen, mit der 
Kurve ö\ ein endliches Stück gemein hat. Man kann nichtsdesto^ 
weniger die Giltigkeit der Schwarzschen Methode (Typus 1) in 
diesem Falle bereits aus der aus Zusatz zu Xb) folgenden Existenz 
der sich aus einer stetigen und einer regulären, allgemeinen 

21 -' 5 = 



Potenüalfunkiion zosammeiisetzenden al’go: aelni;:: Potentialfunk- 
tion des Innenraumes von o)^ ableiten, welche an dem im 
Aufsenraume von «o' liegenden Teile der Grenzfläche die 
Werte null, an dem im Innenraume von liegenden Teile 

der Grenzfläche die Werte 1 hat. Es folgt aus der Existenz 
dieser Funktion wieder, analog dem Beweise des Satzes IX. a) (resp. 
seiner Verallgemeinerung S. 299), dass irgend eine sich aus einer 
stetigen und einer regulären, allgemeinen Potenlialfimktion zu- 
sammensetzende allgemeine Potentialfunktion U des lonenraumes 
von «o, die an die Werte null, an «2 die absolut gröfsten 
Werte r besitzt, auf co./ Werte hat,, die der üngleichiing: 

u ^ ;i . r 

entsprechen, wo einen lediglich von der Gestalt der Flächen 
«I «2 « 2 ' abhängenden echten Bruch vorstellt. Das blieb aber 
lediglich zur Anwendung der Sehwarzschen Methode (Typus 1) 
zu beweisen. 

Wie wir nun die Innenräume von i^i(Ri) und -^^ 2 (^ 2 ) kom- 
biniert haben, können wir alle Innenräume: 

Ai (Rn) 



successive mit einander kombinieren, und wir gelangen so zu 
der Lösung der folgenden Aufgabe: 

Die stetige, allgemeine Potentialfunktion des von m 
und den Kugelkalotten (RJ (Rg) ... (R^) begrenzten Raumes 
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zu konstruieren, welche an der Fläche « die Randwerte 
f hat, während ihre Randwerte fo an der aus den Kiigel- 
kalotten (R^) (Ro) . . . (Rn) bestehenden Fläche (die ganz, 
innerhalb liegt) Werte einer beliebig gewählten Funk- 
tion der Steile auf «2 sind, die mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig ist und endliche zweite 
Ableitungen hat, 

mit Hilfe der Neumannschen Methode und einer 
endlichen Anzahl Schwarzseher Operationen. 

Es ist leicht zu übersehen, dass wir die Bedingungen, w'elclie wir 
den Randw’erten f an der Fläche to vorgeschrieben haben, folgendermafsen 
erweitern können : 

Wir kennen eine Funktion F der Stelle in dem von 10 und be- 
grenzten Eanme, deren Randwerte f an der Fläche w eindeutig und stetig 
sind und reguläre erste Ableitungen haben, während die ersten Ableitungen 
von F in endlicher Entfernung von w eindeutig und stetig sind und bei 
genügender Annäherung 0 an w die Relationen: 



= -^(e) 


erfüllen, w’O h eine beliebige Richtung vorstellt, und es soll schliefslich 
das über irgend eine in dem von a> und o)( begrenzten Raume konstruierte 
geschlossene Fläche R zu erstreckende Integral: 

j F ^"-1 cUu 
a 


an der Fläche R eindeutige und stetige normale Ableitungen haben. 


§ 2. 

Wir können nach XI a) eine ganz innerhalb des von m und 
«2 begrenzten Raumes verlaufende, aus Kugelkalotten bestehende, 
geschlossene Fläche m' konstruieren und mittelst einer endlichen 
Anzahl Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des Innenraumes von m bestimmen, deren Randwerte 
an der Fläche m' mit den Werten irgend einer allgemeinen 
Potentialfiinktion des von m und oa.2 begrenzten Raumes auf der 
Fläche m' übereinstimmen. 


*) Auf einer Fläche, die oi unter von null verschiedenen Winkeln 
schneidet. 
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Innenraumes von m konstruieren, welche an der Fläche 
« die gegebenen Randwerte f besitzt, wenn man eine 
mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige 
und mit ihren zweiten Ableitungen endliche Funktion F 
des Innen raum es von 0) öj/ kennt welche an der Fläche m 
die Randwerte f besitzt. 


Da alle Schlüsse unserer Untersuchung in Gültigkeit bleiben, wenn 
die Funktion f die allgemeineren in § 1 klein gedruckten Bedingungen 
erfüllt, so können wir Xlla) folgendermafsen erweitern: 

XTIb) Ist w eine stetig gekrümmte, geschlossene Fläche, 
W-' eine beliebige, ganz innerhalb von w verlaufende und w be- 
liebig nahe gelegene, geschlossene Fläche, so kann man mit 
Hilfe der Neumannschen Methode and einer endliclieii Anzahl 
Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des Innenranmes von m konstruieren, welche an der 
Fläche 0 ) die gegebenen Bandwerte f besitzt, wenn man eine 
Funktion F des Innenraumes von w kennt, die folgenden Be- 
dingungen genügt: 

F soll in dem Innen raum von eindeutig undstetigsein 
und an der Fläche oj die Bandwerte f haben, deren erste Ab- 
leitungen auf (0 regulär sind; die ersten Ableitungen von F 
sollen ferner in endlicher Entfernung von w eindeutig und 
stetig sein und bei genügender Annäherung*) an die Fläche 
den Eelationen: 


9 


0h 


= J{Q) 


genügen, wo h eine beliebige Bichtung bezeichnet, und es soll 
schliefslich das über eine beliebig in dem Innenraum von w 
k onstrnierte, geschlossene Ob erfläche Sl zu erstreck e nde 
Integral: 


Sl 




cos(rr) 

F 


an der Fläche H eindeutige und stetige normale Ableitungen 

li aben. 

Die Bedingungen von XII b) sind im besonderen erfüllt, wenn F eine 
Potentialfunktion des von w und o)/ begrenzten Baumes ist, deren Band- 
werte an der Fläche co reguläre erste Ableitungen haben; ist nämlich in 
diesem Falle i2 irgend eine geschlossene Fläche in dem Innenraume von 
ü) so ist für irgend einen an der Innenseite von Sl gelegenen Punkt (Io % Io) • 

^ C 08 (l-yo) 

01' r‘^ 




in 


£l 


dvQ 




a 


*) Auf einer Fläche, welche w unter von null verschiedenen Winkeln 
schneidet. 



wenn V die innere Normale von dw, vo die innere Normale von £l in (f,,*?,,;:») 

1 Oi. i.- 1 5F , 

vorstellt, es ist somit wegen der Stetigkeit von ^ resp. -g™ auch: 

5 rp5£!^':)d,o 

di'o J 1- 
<2 

an der Fläche i2 stets eindeutig und stetig, und es folgt: 

XIIc) Ist CO eine stetig- gekrümmte, geschlossene Fläche, w/ eine 
beliebige, ganz innerhalb von co verlaufende und (o beliebig nahe ge- 
legene, geschlossene Fläche, so kann man mit Hilfe der hTeumannsehen 
Methode und einer endlichen Anzahl Schwarzseher Operationen die 
stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von co kon- 
struieren, welche an der Fläche co die gegebenen Bandwerte f besitzt, 
wenn man eine Potentialfunktion F des Innenraumes von w w.' kennt, 
welche an der Fläche m die Bandwerte f besitzt, deren erste Ablei- 
tungen auf co regulär sind. 


4. Kapitel 

Lösung des änfseren Problemes. 


§ 1 * 

Es sei cö eine stetig gekrümmte, geschlossene Fläche, eine 
beliebige geschlossene Fläche von solcher Beschaffenheit, dass w 

ganz innerhalb w/ verläuft; 
wir können analog den 
Untersuchungen des vo- 
rigen Kapitels zeigen, dass 
wir mitHilfe derNeuraann- 
schen Methode und einer 
endlichen Anzahl Schwarz- 
seher Operationen die ste- 
tige, allgemeine Potential- 
funktion des Aufsenraumes 
von m konstruieren können, 
welche an der Fläche « 
die gegebenen Randwerte f 
besitzt, wenn die Werte f 
zugleich Randwerte einer 
Funktion F des Innen- 




raumes von w sind, welche in dem Innenrauine von w die 
in Xlla) [Xllb) oder XIIc)] der Funktion F in dem Innenrauni 
von cö Mi vorgeschriebenen Bedingungen erfüllen. 

Wir können zunächst analog der Betrachtung in § 1 des 
o. Kapitels die stetige, allgemeine Potential funktion des von a und 
einer aus lauter Kugelkalotten bestehenden, im Aufsenraume von 
öja' verlaufenden Fläche konstruieren, welche an der Fläche ® 
die Randwerte f, an der Fläche Wg die Werte einer Funktion fj hat, 
welche aufserhalb m^ mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und 
stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 


§ 2 . 

Wir können nach XI b) weiter eine ganz innerhalb des von 
M und m .2 begrenzten Raumes verlaufende, aus Kugelkalotten be- 



stehende, geschlossene Fläche «' konstruieren und mittelst einer 
endlichen Anzahl Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine 
Potentialfunktion des Aufsenraumes von w' bestimmen, deren 
Randwerte an der Fläche m mit den Werten irgend einer all- 



gemeinen Potentialfunktion des von w und m., begrenzten Raumes 
auf der Fläche übereinstimmen. 

Infolge dieser Überlegung und des Resultates des vorigen 
Paragraphen ergiebt sich, dass alle Voraussetzungen des Satzes Xf) 
(Typus 6 der Schwarzsclien Methoden) erfüllt sind, und wir ge- 
langen zu dem Endresullat; 

Xllla) Ist « eine stetig gekrümmte, geschlossene 
Fläche, Wa' eine beliebige, od beliebig nahe gelegene 
geschlossene Fläche von solcher Beschaffenheit, dass 
(ä ganz innerhalb von Wa' verläuft, so kann man mit 
Hilfe der Neumanschen Methode und einer endlichen An- 



zahl SchAvarzscher Operationen die stetige, allgemeine 
Potentialfunktion des Aufsenraumes von m konstruieren, 
Avelche an der Fläche w die gegebenen Randwerte, f 
b^eöitzt, wenn man eine mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutige und stetige und mit ihren zweiten Ableitungen 
endliche Funktion F des Innenraumes von oa u>^' kennt, 
w elche an der Fläche m die Randwerte f besitzt. 

^ Xlllb) Ist M eine stetig gekrümmte, geschlossene iriäche, 
w eine beliebige, la beliebig nahe gelegene, geschlo-ssene 
solcher Beschaffenheit, dass w ganz innerhalb a' 

vei äit !j=_° kann man mit Hilfe der Neumannsclion Methode und 

einer endbLchen Anzahl Schwarzseher Operationen die stetige, 
allgemeine Potentialfnnktion des Aufsenraumes von a> kon- 
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struieren, welelie an der Fläche w die gegebenen Kandwerte f 
besitzt, wenn man eine Funktion F des Innenraumes von 
kennt, die folgenden Bedingungen genügt: 

F soll in dem Innenraume von eindeutig und stetig 

sein und an der Fläche co die Kandwerte f haben, deren erste 
Ableitungen auf w regulär sind; die ersten Ableitungen von F 
sollen in endlicher Entfernung von w eindeutig und stetig sein 
und bei genügender Annäherung=^l an die Fläche w den Rela- 
tionen: 


e 


0h 


=j(^) 


genügen, wo h eine beliebige Richtung bezeichnet, und es soll 
schliefslich das über eine beliebig in demlnnenraumevonwWj^' 
konstruierte, geschlossene Oberfläche i2 zu erstreckende In- 
tegral: 

Ä 

an der Oberfläche i2 eindeutige und stetige normale Ableitungen 
liab en. 

XIII c) Ist CO eine stetig gekrümmte, geschlossene Fläche, 
eine beliebige, co beliebig nahe gelegene, geschlossene Fläche von 
solcher Beschaffenheit, dass (o ganz innerhalb verläuft, so kann 
man mit Hilfe der Xeumannschen Methode und einer endlichen An- 
zahl Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine Potentialfunktion 
des Aufsenraumes von w konstruieren, welche an der Fläche co die ge- 
gebenen Randwerte f besitzt, wenn man eine Potentialfunktion F des 
Innenraumes von co co^' kennt welche an der Fläche co die Randwerte f 
besitzt, deren erste Ableitungen auf co regulär sind. 


Es ist leicht, die Sätze XII und XIII auf beliebige, geschlossene 
Flächen m und auf den Fall auszudehnen, dass die Randwerte f auf 
m nur abteilungsweise eindeutig und stetig sind, doch würde dies 
bereits den Rahmen der in der theoretischen Physik vorkommendeii 
Aufgaben überschreiten. 


Auf einer Fläche, welche co unter von null verschiedenen Winkeln 
schneidet 



V. Teil. 


Theorie der P 

(Fortsetzung.) 


U-, 


s 4ü 'i e liü aiii ; d 'i "‘j " " ■' >’ ■' ^ " 


I. 

'iiiiiiUtiiiö:;«. 


I. Abschnitt. 

Lilsniig elektrostatischer Pro]!])lsiB,e. 


1. Kapitel. 

Die Grenzfläclie w ist gegen einen inneren Punkt 

konvex. 

§ 1- 

Wir beschäftigen uns von nun an wieder, wie im IIL Teile, 
lediglich mit stetig gekrümmten, geschlossenen Flächen m und 
machen zunächst die Voraussetzung, dass die Fläche « gegen 
einen inneren Punkt konvex ist. 

Wir suchen die Potentialfunktion des Innen™ resp. Aufsen- 
lauines der Fläche w, welche an der Fläche w die gegebenen 
Piandwerte f besitzt, und wir wollen zeigen, dass wir diese 
Potentialfunktionen mit Hilfe der Neumannschen Methode kon™ 
btriiieren können, falls f auf m mit seinen ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 

Wir können nach dem Zusatz 2 zu VIII des IV. Teiles in 
diesem Falle die stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des 
Innen- resp. Aufsenraumes, welche an der Fläche « die Werte f 
haben, mit Hilfe der Neumannschen Methode konstruieren; wir 
W' erden nun zeigen, dass bei den gemachten Voraussetzungen 



diese Fniiktionen auch Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsen- 
raumes sind, dass also auch die ersten AbLeitungen derselben bei 
imendlicher Annäherung an die Fläche m stetig bleiben. 


§ 2. 

Wir nehmen wieder die Bezeichnungen S. 248 ff, auf und 
setzen: 


1) 


^ 0 , 


'2n 

c 

1 r 


r*' ^ 


i = + \ (SBj-i a + dco, (j = 2, 3 . . .) ; 


f Wja==2Bj4.i-hSBj, im Aufsenraume, (j = 0, 1, 2 . . .) 

\ Wji =S[Sj + i — 2Bj, im Innenrauine, (j==0, 1, 2 . . .) 

dann stellen nach den Untersuchungen des IV. Teiles Abschnitt IV 
die Funktionen: 

1 ^ 

üa = j a ? Aufsenraume, 

3)1 

Ui = (— + ^ Wji, im Irinenraume, 

0 

die stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des Aufsen- resp. 
Innenraunies dar, welche an der Fläche m die Randwerte f-i~C 
resp. 'f. haben. 

Wir werden zunächst zeigen, dass die normalen Ableitungen 
von üa resp. Ui an der Fläche m eindeutig und stetig sind(*^), 
und wir werden uns bei diesem Be’weise im wesentlichen auf die 
Formeln 116) S. 252: 



' Wj,= 

sj 

dv 

dw 
r ’ 

im Aufsenraume, 

(j= 1 

2 . 


4) 


m 







Wji = 

_t* , — 

■02ßj 

OP 

äco 

im Innenraume, 

(j = 1, 

2 . 



m 



auf das gleichfalls im IV. Teile erhaltene Resultat, dass die SB- 
im Innen- und Aufsenraum in der durch die Formel: 


5) abs. 2Bj c A • Ai, 


lA endliche Konstante, 
\A echter Bruch 


gegebenen Weise mit wachsendem j zu null konvergieren, und 
schlierslich auf die Sätze 1 bis 5 in Amn. (^■*) stützen. 


§ 3. 

Es sei do^ofo) irgend ein Punkt der Fläche «, seine innere 
Normale, dann ist:*) 


6 »',-, 


1 


f cosK) K [5! + “KlÖ + “iW) 

j ^ r-* ^dri r== ^ dl; r" 7 


dö> 


_1 r 0f cos(rv) 


2 tV J CPq y'^ 


oder:^'"^) 


Jl 

27T 


■ a 
äf 


d«, 


Cö 

7 / , 0f \ 


0 ! 


dci) 1 r 0f cos 77 


CO 


Ivach Satz 1 und 4b ln Anm. 7*) ist daher bei unseren 

Voraussetzungen an der Fläche w regulär, es besteht also für 
zwei Punkte und (? 2 %fc 2 )i deren Entfernung Tu genügend 

klein ist, eine Relation von der Form: 


6i) abs. 


■ 02S, 


02®! } ■ 

dp 

2 1 

dp 1 


A„ rigi-^s 7 < 1 


wo Ao eine endliche Konstante vorstellt; wir notieren auch die 
Endlichkeit von durch eine besondere Formel: 

*) Vgl. Formel 59) S. 46. 

■'■■■■■■) Vgl. Formel 54) S.,42 resp. die Untersuchung S. 198, 199. 



wo Al eine enclliclie Konstante vorstellt. 
Es folgt nun aus 4) für j == 1: 


^Wia ^ I i e3Si cos (rrp) 


OPn 


2n '■ dp r- 

03 


somit, da nach 2 


8Wii _ 1 


COS (rj^o' 

Sj-'q 27C 

^ dy 
(0 

r- 

2): 





.9 

Oj/o 

o>'o 

e^o 


dw : , 

■ d«| , 


ist: 


m, 

dVcs 


2tv I ^ dp 
I ft) 


I 02 B 1 cos(r 


(r»'o) 


dft} 


(?0 O 


wenn wir durch 1 andeuten, dass der Wert des Integrales 

rechts auf der Fläche selbst zu nehmen ist. 

Aus der letzten Gleichung folgt mit Hilfe des Satzes 2a in 
Anm.(-^): 


62 ) abs. 


■ esBä i ■ 

CO 

1 01/ 2 

! 


C**) * AiTis^“*^', < 1) 


und analog Zusatz zu IVa) des I. Teiles (S. 72): 


^2) ^bs C A2 ~C C**)Ai, 


wo c eine lediglich von der Gestalt der Fläche m abhäiigende- 
endliche Konstante vorstellL . ^ 


AF== abs. Max. 

Wir haben in 63) und l^) statt c zunächst zwei andere von einander 
verschiedene, endliche Konstante zu denken und bezeichnen mit c die 
gröfsere derselben. 
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In analoger Weise fortgeliend ergiebt uns die Formel 
<J = 2, 3...): 


8) 






27r 


cos(rvo) 


^ 01/ 


(O 


r- 


d« 




die Pielationen (j = 1, 2 . . .) : 
6) ab; 



i02Sj 


Ov 12 

i 3'' 

1_ 


c ' Aj _ 1 1*12'^ 1 ) 


02öj 


7) abs. -^c Aj*)<ScA|_i, 


wenn wir noch mit X die gröfsere der Gröfsen X^ und X' bezeichnen. 


§ 4. 

Wir denken uns auf der Normalen in (loi?oCo) einen Punkt 
in der Entfernung r von (?o%to)) dann ist identisch: 


9) 


8Wji _ 

dy^ 




^ _ ?Wji] 

®r'() (Jt)'!;') j 


Wir verstehen dabei unter , wenn wir diesen Ausdruck 

■ohne weiteren Zusatz gebrauchen, den Wert der normalen Ab- 
leitung von Wji an der inneren Seite der Fläche co. 

In dem ersten Summanden rechts setzen wir für Wn den 
Wert: ' ' 




J_ f (^j-i.a + co s(r>/) 

4?rJ r2 “ 

CO 


dft), (j = 2,3...), 


.(für j - 1 ist in dem zweiten Integrale (- 2 f) statt (aBj_ia 4- SSj-n) 

zu setzen), dann folgt aus dem Hilfssatz ln Anm, bei genügend 
kleinem r: v / s n 


Aj = abs. Max. — ^ . 

dv 



— 3oT — 


abs. ; :< [abs. Max. (SBja + SBji ) 

+ abs. ■•’) Max. ( 2 Bj - 1 a + SBj _ 1 1) J, 

wo r endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche abhängende 
Konstante ist, oder nach 5): 


abs. 


^1 ; 




J = l, 2 ... 


wo -A' eine endliche Konstante, ^ derselbe echte Bruch, wie in 5) ist. 

Der zweite Summand rechts in 9) lässt sich fo!gern'.eL:i:::,rL,!l^.j^ 
schreiben : 

r 


! ^^0 l(E'r/r) 

Nun ist (j = 1, 2 . . .): 


OVn 


iÜEü! 


dr. 


0. 






eaSj d« 

dv r ’ 


wobei den Bedingungen 6) und 7) genügt; es folgt daher aus 
Satz 3a in Anni.(^^) bei genügend kleinem r (j = 1, 2 ...): 


abs. 


S^n- 


ff-n'C) 


<«. (r <1), 


wo cc eine endliche Konstante vorstellt, somit (j = 1, 2 ...): 


10) abs. 




0Wji 


8»'n 


; et! Ai 


[r < 1) 


und (j = 1, 2 . . .): 

Aj_iri->" + y 

wo (A wiederum eine endliche Konstante verstellt; r ist dabei eine 
ganz beliebig gewählte Länge, die nur unterhalb einer endlichen 
Grenze zu liegen braucht, und A\ sowie die echten Brüche 
r', A sind von j und r ganz unabhängig. 


11) abs. 


cWji 




*) Für j = 2, 3 . . . ; für j = 1 ist statt dessen 2 abs. Max. f zu setzen. 
Karn, Potentialtlieorie. 22 



Wir setzen: 


9 9 C* 

09 0 

j - 1 

12 ) ^ 2 -)" 

und; 

L~~S^" 

13) 

dann folgt aus 11): 

14a) abs. | | 5 (a + b Aj_i) A’\-\ j = i, 2 . . . 

wo a und b endliche Konstanten sind. Es ergiebt sich völlig- 
analog: 

14b) abs. |^^|-<(a + b Äj_i) .x/'j-i, j = 1, 2 ... 
somit nach Formel 122) S. 254: 

< (a + b Aj_0 A'i-\ j = 1, 2 ... 

oder auch: 

15) Aj < (a + b Aj_i) A'i-\ j = 1, 2 ... 

Die rechte Seite kann dadurch, dass wir Aj_i hinzuaddieren,, 
nur vergröfsert werden, und wir können dann 15) auch so schreiben: 

(-Aj-i + (1 4- b A'i - 1), 

somit: 

■Äj + 1 < (Ao + Ij (1 + b) (1 + b A') (1 + b ^'ä) . . . (1 + b .^'j-i), 

fi = 1 2 V 

Das Produkt: 

16) Q = (l + b)(l4-b^')(l 4-b^'2) ... (1 + \) A''^-^){l + h A'i ) . . .. 
ist konvergent, da A' d, und es folgt: 

17) Aj + 1 < ^Ao •+■ Q, j = 1, 2 ... 

*) Wo /ä eine genügend kleine endliche Konstante ist.. 



so dass jedes Aj unter einer bestimmten endlichen Grenze bleibt: 
infolgedessen ergeben nun die Ungleichungen 14 a), 14 b) das 
Resultat: 


18] 


abs. i<c • 

[ Cp \ 

. \dW]a\— ... . 

abs. I -t;-- j < c • ^ J-b 

\ Op \ ^ 


abs 


I SSSj 


ÖP 


^c . ^'j~b 


j=^l. 2 


wo c eine endliche Konstante und einen echten Bruch vorstellt. 
Es zeigt sich, dass die Reihen: 


19) 



1 

47r * 

[ dp 

dp ' 

/ 

Hi = 

1 


02S, 

.. .'l 

47T 

[ dp ■ 

0»» ' 

7 


ebenso, wie die Reihen: 


0tJa_ 

1 

/0Wia 

, 0W2a 

dp 

2 

i, dp 

' dp 

0TJi _ 

1 

/0Wn 

8Wsi 

CP ~ 

2 

[ dp"' 

dp 



in der durch 18) gegebenen Art konvergieren. 

Damit ist bewiesen, dass bei unseren Voraus- 
setzungen die normalen Ableitungen von üa und üj an 
der Fläche « nicht blofs endlich, sondern auch eindeutig 
und stetig sind. 

Es ist , ferner bewiesen, dass: 



CO 


wo und Hi eindeutige und stetige Funktionen der 
Stelle auf «sind, welche durch die konvergenten Reihen 
19) dargestellt werden. 

22 -== 



0 ), 


— ^540 — 


§ 5- 

Es sei wieder (?o%io) irgend ein Punkt der Fläche 
seine innere Normale, dann ist in demselben 


OVo 


_1 

2n 


cos(rj^n) 




r- 


dcö 




somit nach 19): 


■^äQoVö ^o) 

1 

471 

ressi ^ 

U d» 

J 




L 

O) 

C^O^O Ü- 


_ 1 1 
471 j 


(V, 




- 

w 



Die Formeln 22) beweisen, da auf « regulär ist, mit 

Hilfe des Satzes 2 a in Anm. P), dass die Funktionen //a/fj auf 
ca regulär sind, daraus folgt nach 21) und Erweiterung des 
Satzes Vb) in Anm. (^*), dass die ersten Ableitungen von üa und 
Ui auch bei unendlicher Annäherung an co eindeutig und stetig, 
d. h. dass Ua und üi Potentialfunktionen sind. 

I. Die durch die Neumannsche Methode erhaltenen 
Funktionen besinnen- resp. Aufsenraumes einer stetig 
gekrümmten, geschlossenen, gegen ein en inneren Punkt 
konvexen Fläche ca, welche an derselben die Rand- 
werte f annehmen, sind P otentialfunktione n deslnnen- 
resp. Aufsenraumes, falls f auf m mit seinen ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig ist und endliche zweite*) 
Ableitungen hat. 


■*) Die \ oranssetznng über die zweiten Abloitiuigeii kann bereits nach 
dem obigen Beweise fortbleiben, wenn: 


dr 




CO 


und die ersten Ableitungen von f an der Fläche co regulär sind. Man kann 
abüi-j wie leicht (^*) zu zeigen ist, mit der Eegularität der ersten Ableitungen 
von f allein auskommen. 
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2. Kapitel. 

Die Grenzfläche w ist eine beliebige, stetig gekrümmte, 
geschlossene Fläche. 

§ 1 - 

Die Sätze XII und XIII des IV. Teiles haben uns Bedingungen über die 
Eandwerte f gegeben, unter denen wir mit Hilfe der Neumannsclien Methode 
und einer endlichen Zahl Schwarzscdier Operationen die stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktionen des Innen- und xiufsenraumes der stetig gekrümmten, 
geschlossenen Fläche co konstruieren können, welchen jene Eandwerte f an 
der Fläche co zukommen. Betrachten wir die so konstruierte, allgemeine 
Potentialfunktion des Inneiiraiimes U| — die Untersuchung für die all- 
gemeine Potentialfunktion des Aufsenraiimes ist genau analog — in der 
Nähe eines Punk- 
tes (i‘o % Co) der 
Fläche w, so können 
wir dieselbe, wenn 
wir um (^‘o'/oCo) als 
Centnim eine Ku- 
gel mit einem ge- 
nügend kleinen Ea- 
dius schlagen, deren 
im Innenraum von 
(.0 gelegenen Teil 
wir Cfjj nennen, wäh- 
rend wir den im 
Innenranm der Ku- 
gel gelegenen Teil 
von a> mit (üo bezeich- 
nen, nach den ün- ^ig, 83 . 

tersiichungen des 

IV. Teiles als eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Lnienraumes von 
Wi £02 auffassen, deren Eandwerte den Voraussetzungen des Zusatzes zu Xb) 
(S. 819 ) des IV. Teiles genügen, Diese Funktion setzt sich nach dem Be- 
weise des ebengenannten Satzes zusammen aus einer allgemeinen Potential- 
funktion u' des Inneiiraumes der Kugel und einer mit Hilfe der Neumaiin- 
schen Methode konstniierbaren, allgemeinen Potentialfimktion u des Inneii- 
raumes einer stetig gekrümmten, geschlossenen, gegen einen inneren Punkt 
konvexen Fläche i 2 , als deren Teil ojo zu betrachten ist,*'’) und die Eand- 
werte dieser letzten Funktion u an der Fläche i 2 sind an dem Teile und 
an einem endlichen Stücke über <«2 hinaus f — u' resp. f und an dem übrig 
bleibenden Stück von Sl etwa gleich einer endlichen Konstanten «. 

'••) Und zwar soll noch ein endliches Stück der Fläche über hinaus 
der Fläche Ü angehören. 
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Da die Ableitungen von ii' in (lo%w,) endlich sind, ist es zur Uiitcr- 

5Ui o 

oiiciiimg der Endiiclikeit von — nur notwendig, die Ableitiiiio' — in 

(?o^oCo) iiiitersLichen. Wir denken uns für die Fläche i2 bei den Rand- 
werten 

f— u' an dem Teile oh, 

f an dem endlichen Stücke über tü._^ liinaiis, 
cc an dem übrigen Teile von Sl 

die Funktionen ÜB;, (also auch Wji) der Neumannschen Reihe gebildet, 
dann^ ist jedes S3j und W^; eine reguläre, allgemeine Potentialfunktion 
sowohl des Innenrauines von als auch z. B. des Innonraumes von lo,' u>.,\ 
der von der Fläche lo und einer Kugelkalotte w,' um (i'„>;ofo) als Contrnm 
begrenzt ist, deren Radius Ej kleiner ist als der von m,, sodass nach 
der Terallgemeinerung des Zusatzes zu la) bis Id) im IV. Teile (S. 285): 

0 = r hrj ^ ^ r Ol} (^'’') a T 

Ijt j dl' r 47 z ] "j Innem-aume von «i’ u).,'), 

Xi — Wo' 4- w/ Sl — Wa'-f-Wi' 


wenn wir mit r die inneren Normalen des von den Flächen Sl ~ oj./ und w ' 
begrenzten Raumes bezeichnen, oder; - ■ i 


so dass: 


4 f ^ — = - — ( ~ + X l ä'i (!■'') 

271 J or 1 - 271 J dv 1 - 2rtJ J jS ' - dw, 

^ — ft),' Ii — wP + ftj,- 

(im Innenrauine von w, ' co./), 


24 a) W: 


'..=..1 f 

271 5 


1 fsaBjdft. 1 


SSj d,o - r 3i5j 


J 

Lii — co.j' (,j/ 

(im Innenraume von w/ 


dw 


wenn wir jetzt mit die inneren Normalen von 12— wP und die in den Innen- 
raum von ft), a,,’ hin eingehenden Normalen von co,' und oj,' bezeichnen. 

Analog ist: 


24b) Wj, = 4 

2/1 I r 

, 

Wj - f - W ./ 


Jl 

27Z 


L 


I sBj 55^11;) Clo, _ r iß}, dio ' 


(im Aufsenraume von Xi), 


lind es folgt aus 24 a), 24 b): 



25 ) 





— 
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— 

1 





2 

\ Or, 

) 

Cl'ä , 


1 

* f 

■esSj 

cos(ri' 

i de.? 

2rr 

: ) 

er 

r- 



CJj'-l-Wo' 



1 

c 

r 1 



2u 

OCq' 

. 


r- 



LR" 

-tü_/ 



cos (rrj 

r- 



für irgend einen Punkt (^o'%'Co') des Flächenstückes oh. Man kann nun 
durch eine der Betrachtung in Kapitel 1 analoge Untersuchung, bei der 
die Formeln 24) und 25) an die Stelle der früheren Formeln 4) und S) 

treten, zeigen'"), dass die absoluten Maxima — ^ an der Fläche die ich 

dro 

wieder mit Aj bezeichnen will, bei geeigneter Festsetzung über die Eadien 
Rj einer Relation von der Form genügen: 

26) Aj ^ (a -F b Aj_ j) ./J - 1, j = 1, 2 . , . 


wo a und b endliche Konstanten vorstelien und A' ein echter Bruch ist, 
und hieraus wieder: 


OÜB: 

27) abs. — 1 ^ c - A'i — 1, 

di\; 


28) ^ 


abs. — df 

Ci'o 


SW,, 


c • ./J — 1, 


[ abs. 


an der Fläche oh 


(c endliche Konstante), falls die Yoraussetzungen des Satzes Xlla) des 
lY. Teiles erfüllt sind. 

Mit Hilfe der Formeln 27) und 28) folgt dann, wie in Kapitel 1, dass 
die ersten Ableitungen von u, somit auch von bei unendlicher An- 
näherung an den Punkt (lo%Co) stetig sind, d. h. dass Üj eine Potentiai- 
funktion des Innenraumes von o) ist, da wir den Punkt (fo^Co) beliebig auf 
ü) gewählt haben. 


§ 2. 

Wir sprechen die in § 1 erhaltenen Resultate in dem folgenden 
Satze aus(®^): 

11. Die bei den Yoraussetzungen der Satz e XII und XIII des 
lY. Teiles mittelst der Neumannschen Methode und einer 


Die Untersuchiing dieses 2. Kapitels möge lediglich als eine Ex- 
position des allgemeinen Beweises gelten, der ausführliche Beweis wird 
Gegenstand einer besonderen Abhandlung sein. 
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endlichen Zahl Schwarzseher Operationen kon str ii ier b aren 
stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. 
Aiirseiiraumes einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w 
sind zugleich Potentialfunktionen eben dieser Gebiete. 


II. Abschnitt. 

Lösung IijArcclyiiamiscIier Probleme für 
(len Innen- und AiirscFiraiim einer gesciilossenen, 
stetig gekrümmten Fläche (o. 

1. Kapitel. 

Die Neumann-Robinsclie Methode des arithmetischen 

Mittels. 

(Die Fläche w ist gegen einen inneren Punkt konvex.) 

§ 1 - 

Wir beschränken uns in diesem Kapitel wieder auf den Fall, 
dass die Fläche a gegen einen inneren Punkt konvex ist und 
wollen den folgenden Satz beweisen. 

III. Es sei « irgend eine geschlossene, stetig ge- 
krümmte, gegen einen inneren Punkt konvexe Fläche 
und f eine Funktion der Stelle auf derselben, welche 
die folgenden Bedingungen erfüllt: 

Es soll f auf w eindeutig und stetig, seine ersten 
Ableitungen auf oa regulär*) und 

29) Jfd« = 0 

€Ö 

sein. 

Man bilde successive die Funktionen: 


"■) Es ist leicht (®-) zu übersehen, dass bereits die Endlichkeit der 
ersten Ableitungen von f für die Gültigkeit dieses Satzes genügt. 
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30) 


«0 = 0, 


1 ff 




Clcd, 


«o = + 


.1 n 

4^3 i 

m 

(X) 


S«1 



+ 

Sy 

a 

6«2 



H- 

du 

44 


03^1 i ) cl« 
du 1 r ’ 


SS. 


cv 


I doi 

l"T 


dann stellen die Funktionen: 


31) 


Ui=2^«j, 

0 

ü.=f;i (- i)j95j 

0 


die Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsenraumes 
von 0 ) dar, welche an der Fläche o) die normalen Ab- 
leitungen: 

du 

dlk 

du 


52) 


‘ = f, 

‘ = f 


b esitzen. 


§ 2. 


Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir zunächst, dass 
nach den Formeln 30) infolge des Zusatzes zu Vb) des I. Teiles 
(S. 73): 

I I 8«i I 


! Oy 


dy 


I dy 

|8»3 

i dy 


= -2f, 


+ 


!8g5ij 

\dy\i I Sy ja ' I Sy j;' 

8y Ij I S>' ja I by ) 


33 ) 
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Können wir zeigen, dass: 

limi^U 

j = OO ! Ov la 


r ' öiSj t 
Iirn i-— : 

j OO j 9 ^^ |i 


^0, 


so folgt aus 33) durch Addition und Division durch (—2): 

0Ui 


ov 


' = f; 


ebenso folgt aus 33} durch Addition, nachdem man die jte Formel 
mit (— l)j multipliziert hat, und Division durch (+2): 

6Da 
dy 




falls überhaupt die ißj und ihre normalen AbkaLungcii an der 
Fläche Cd Glieder von konvergenten Reihen sind. 

Zu diesen Konvergenzbeweisen ivollen wir zunächst über- 
gehen. 

Jedes SSj ist, wie mit Hilfe des Satzes IV a) und der Erweiterung 
von Vb) in Anm.fi) folgt, eine Potentialfunktion sowmhl des Innen- 
ais auch des Aufsenraumes, es gelten somit die Formeln (j = 1 , 2 . . .) : 


34) 


35) 


II 

mi 

1 

1 Oy 

dft) 

a r 

1 

1 ^ 

" cos(iv) 

1 pj— 

dft}, 

1 " 



00 



II 

o 

ioSSj 
i dy 

dft? 

i r 

4nrj 

cos(r?^) 

J.2 - 

dft}, 

l 00 



00 



li 

1 

’\^i 

j dy 

1 dft) 

liT 

1 

_j_ _ 

4:7V ^ 

fsg. cos(r)^) 

dft), 

0) 



00 


0 

II 

1 

^ 1 

! dy 

dft) 

ja r“ 

1 1 

[sB, 

dft?, 

€0 



00 




im Aufsenraurae, 


im Innenraume, 


und die aus ihnen durch Addition folgenden (j = 1, 




36 ) 


SU 1 fm cos(rj') - 

-“j + i ^■’~ 27 r m'’ rä — 10^ Aufsenraume, 


ft) 


% + 1 + SSj dft), im Innenraume, 

€0 
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oder, falls wir (j = 1, "2 . . .) 


[ Vja = SJj — im Aufsenraume, 
i \4i = 95j +SSj_i, im Innenraume 


setzen (j = 1, 2 . . .) : 


38) 


2^ 1®' äm. 




Nun ist nach 37) (j = 1, 2 . . .): 

39) 93j = -|- (Vja + Vji), an der Fläche «, 
somit (J = 1, 2 . . .) im Äufsen- und Innenraume: 

40) + , = + f(Via + V^i) 

CO 

Diese Gleichung macht uns mit einem Schlage mit dem Ver- 
halten der Funktionen Vj bekannt, sie zeigt, dass dieselben mit 
den Gliedern einer Neumannschen Reihe übereinstimmen, 

die den Randwerten: 


y(Vxa4-Vn), 


also den Randwerten: 


zngehören. 

Es werden somit die 


1 r f 


2n ] r 
00 


d« 


n und ^ 

mit beliebigen Vorzeichen genommen, desgleichen*) die 

oSßj 


SSj und 


dv 


*) Vgl. § 3.. 
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Glieder von konvergenten Reihen und die Funktionen Uj ü® 
Potentialfimktionen des Innen- resp. Aufsenraumes sein, fails die 
Funktion: 


Vi = aSi = - 


znj r 
m 


dw 


an der Fläche m die Bedingungen erfüllt, welche ini Satze I (Aniii.) 
der Funktion f vorgeschrieben waren, dass die ersten Ableitungen 
von und die Ableitungen 



CO 


cos (ri^) , 



r2 


auf cö regulär sind. Nun sind nach Satz 4a in Anm. die 
ersten Ableitungen von Sß^ regulär, wenn die ersten Ableitungen 
von f regulär sind; andererseits ist für irgend einen Punkt 
an der Aufsenseite von co: 


^ l'gj cos(nG 

cpq J r- 



0 } 




d«, (nach 34) 


an der Innenseite von co: 






^^1 1 COS (rvj 


0V 


r- 


dfö, (nach 35), 


es folgt somit nach Satz 4a in Anm. (-'R aus der Regularität 


von auch die Regularität von: 

C V 


0 

Cp 


Jss. 


COS {ip) 


dw, 


und damit ist unser Satz III vollständig bewiesen. 


Aus dem vorstehenden Beweis geht noch nicht mit aller 
Deutlichkeit hervor, dass die Bedingung 

41) |"fd(a = 0 

J 

(0 
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«ine notwendige Voraussetzung für die Gültigkeit des Satzes III 
ist. Man muss aber von dieser Voraussetzung Gebrauch maclieri,'^) 
wenn man von der aus 40) folgenden Uri.eleichana: 


8V- 

42) abs. I 


1 c endliche Konstante. 
A' echter Bruch, 


zu den Ungleichungen: 


43) 


(abs. 15^ 

1 ov 

< Cj A''^ ~ h 
a 

abs. 1 - 5^1 
1 0)1 1 

i 

will. 



A! echter Bruch, 


Es folgt aus 42) zunächst nur, dass die Reihen: 


{ Zv 

0§o 

Zv 


konvergieren, und dass: 



058, 

dv 

1 S58o ! " 

r 

+ 

a 0*' a__ 

+ 

- 


r 1 

(O i'V> 

! 

i 

1 Zv 

-4- 


6^ : _ I fiißl 
'a I Zv :a 

i 0^2 : j 8i8i i 
^ li : Zv |i 


r ' oiSj 

■•••= lirn I -=— 

i=oo i Zv 


|8»jl 

=zii lim j^i 

j==oi ov ji 


somit auch: 


abs. -W 
cv ii 


44) lim 

j == cx.| dr Ii 

< c, • 


= 0 , 


Co — 


1 - 


Zur Ableitung der ersten Ungleichung 43) müssen wir aber 
erst beweisen, dass: 

ioSßji 


45) lim 


:0 


j = coi ja 

ist. Hierzu bemerken wir zunächst, dass: 


lim = 

j = oo 

es folgt dann, wenn wir: 


1 fr 

^ — - hm 

471, j = c» 


! dö) 
Zv r ’ 


'0 Vgl. Aiim. S. 347. 
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setzen, aus 44): 
somit: 


lim Siji = 0, 

j = CO 


lim 3?ji = const., im Innenraume 

und auch: 

lim 93ja = const., an der Fläche m. 

j = OO 


Hieraus folgt: 


lim lim 3Sja*| lim 

j = C» 


dv 


dw 


falls: 


= 0, 


da in diesem Falle: 


und somit auch: 


ist. 


j fd« = 0, 
(0 



d(ö == 0, . . . 

a 



do) = 0 


Aus 

lim 3:ja==0 

j= OO 

folgt nun auch die Gleichung 45) und aus dieser die erste Un- 
gleichung 43) ; es ist also thatsächlich die Bedingung: 

j*f dcö = 0 

O) 

für die Gültigkeit des Satzes III notwendig. 



Ist nun diese Bedin/u-ii nicht erfüllt, so wird natürlich die 
Konstruktion der rntspro-:],.:-!- Potentialfunktion 17; unmöglich 
sein, man kann aber die Potentialfunktion Üa des Aufsenraumes 
konstruieren, welche die normalen Ableitungen f an der Fläche » 
besitzt. Wir bezeichnen wieder mit 0 den inneren Punkt, gegen 
den die Fläche konvex ist, und mit den Radiusvektor nach 
irgend einem Punkte der Fläche w. 

Wir können dann mit Hilfe des Satzes III die Potential- 
lunktion Ua des Aufsenraumes konstruieren, die an der Fläche m 
die normalen Ableitungen; 


46) 


8Ua 

dy 


f+ fd« • 


1 cos 
irr '■ 


0) 


besitzt, dann ist thatsächlich: 


J 0 » 

(O 

die Potentialfunktion : 


47) ü, 




f dft), 


in der die Entfernung des variabeln Punktes von 0 vorstellty. 
hat dann an der Fläche co die normalen Ableitungen : 


48) 



Zusatz zu IIL Besteht die Bedingung: 

I f d« = 0 

O) 

nicht, so existiert keine Potentialfunktion üi, welche die 
normalen Ableitungen f an der Fläche w besitzt, zur' 
Konstruktion der Potentialfunktion Ua des Aufsen-* 
raumes, welche an der Fläche oo die normalen Ab- 
leitungen f besitzt, konstruiere man nach Satz III die 
Potentialfunktion Ua des Aufsenraumes, welche an der- 
Fläche« die normalen Ableitungen: 




CO 


cos (9!y) 

“'"'^1^ 


■besitzt, wenn man unter den Radiusvektor von dem 
Punkte 0, gegen den die Fläche co konvex ist, nach irgend 
einem Punkte der Fläche versteht; dann ist: 

CO 


wenn Fj die Entfernung des variabeln Punktes von 0 
vorstellt. 


2. Kapitel. 

Eine allgemeine Betraclitimg für beliebige, ge- 
schlossene, stetig gekrümmte Flächen «. 


§ 1. 

Sei c» eine beliebige geschlossene, stetig gekrümmte Fläche und wir 
suchen die Poteiitialfunktion Ui des Innenraumes, welche an der Fläche o) 
die normalen Ableitungen f hat. 

Wir nehmen an, es sei 

49) 


und V ir kennen eine F unktion der Stelle auf o von solcher Beschaffen- 

lieit, dass das Fläehenintegral : 

50) W = 

0 ) 

an der Anfsenseite der Fläche lo die Werte; 


51) W, 


hat. Es ist dann; 


52) üi=- 


1 

471 


. doj 


f^+Aw 

r . 471 


die gesuchte Potentialfunktion, wenn f auf u> regulär, auf co eindeutig 
und stetig ist und reguläre erste Ableitungen hat.’ 



Denn es foigt ans 51), dass im ganzen Aufsenraume : 


W= (f 


dot) 


somit auch an der Fläche w 
oW 


1 ^ fr 



i 

1 i» 

la 

4:71 f -f- 1 

0 


sein muss; daraus folgt aber unmittelbar: 


471 47r 


1 1 ^ dtu" 


J ii 


§ 2. 

Es handle sich nun darum, die Potentialfuiiktion des Aufsen- 
raumes zu bestimmen, welche an der Fläche e) die normalen Ablei- 
tungen f hat. 

Wir nehmen an, wir kennen eine Funktion x- der Stelle auf ca von 
s-olcher Beschaffenheit, dass das Fläehenintegrai : 

53) W = ^ äw 

ca 

an der Innenseite der Fläche ca die Werte: 


54) Wi = 



OJ 


hat. Es ist dann: 


55) U,= 



dft) 

r 



die gesuchte Potentialfimktion, wenn f auf ca regulär, auf p eindeutig 
and stetig ist und reguläre erste Ableitungen hat. 
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Denn es folgt aus 54), dass im ganzen Innenraume: 



iO 


somit auch an der Fläche co: 


dW 

02/ 


c C ,, dw 

1 ^ 7" 

tt/ 

(0 i 


— 1 71 f -f- 



dio I 

r 


sein muss; daraus folgt aber unmittelbar: 


Der Fall: 


k"'+h 


I f dw 4= 0 

t-' 

C2 


erledigt sich in genau analoger Weise, wie im .1. Kapitel § 3. 

Wenn das hydrodynamische Problem für beliebige geschlossene, KStetig 
gekrümmte Flächen durch die Betrachtung dieses Kapitels in einer aus- 
gedehnten Reihe Ton Fällen seine Lösung findet, so scheinen doch einer 
Lösung von gleicher Allgemeinheit, wie die des elektrostatisclien Problemes 
noch grofse Scliwierigkeiten irn Wege zu stehen. ’ 


IIL Abscliiiitt» 

ProMeme für den Innen- und von 

Flächen, die aus 25 .ielrärere?i g-etrei-iiätci] Teilen 

(Die Methoden von 


1. Kapitel. 

Das äufsere Murphysclie Problem. 

§ 

Wir haben uns bisher mit der Lösung von Problemen be- 
schäftigt, in denen die geschlossenen Flächen oo zusammenhängend 
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sind, d. li. von solcher Beschaffenheit, dass man von jedem Punkte 
der Fläche in stetiger Weise auf derselben fortschreitend zu jedem 
anderen Punkte der Fläche gelangen konnte. Obwohl man nun 
leicht auch mit Hilfe der früheren Methoden den Fall ab- 
solvieren kann, dass m aus mehreren getrennten Teilen besteht, 
wollen wir hier auch die besondere Modifikation der Scliwarzscheii 
Methode betrachten^ durch welche man in einfachster Weise zu 
der Lösung solcher Probleme gelangt, und zwar aus dem Grunde, 
weil gerade diese Methode, die lange vor den Schwarzschen 
Methoden zum erstenmale von Murphy angegeben wurde, in der 
theoretischen Physik aufserordentlich wichtige Anwendungen zu- 
lässt. 

Wir stellen uns zunächst das folgende Problem: 

Es sind zwei stetig gekrümmte, geschlossene Flächen «j und 
«2 gegeben, die sich nicht umschliefsen und keinen Punkt gemein 
haben, wir suchen die 
Poteiitialfimktion des 
Aufsenraumes der 
beiden Flächen o)^ 
und 032 ? welche an 
der Fläche die ge- 
gebenen Randwerte 
fj, an der Fläche «2 
die gegebenen Rand- 
werte fg annimmt, und wir W' erden den folgenden Satz be- 
weisen : 

IVa) Es seien ooi und 002 zwei stetig gekrümmte, 
geschlossene Flächen, die sich nicht umschliefsen und 
keinen Punkt gemein haben, f^ eine gegebene Funktion 
der Stelle auf der Fläche von solcher Beschaffenheit^ 
dass die Existenz der Potentialfunktion des Aiifseii- 
raunies von Wj, die an der Fläche oo^ die Randwerte fj 
hat, gesichert sei, fs eine gegebene Funktion der Stelle 
auf der Fläche «2, von solcher Beschaffenheit, dass 
die Existenz der Potentialfunktion des Aufsenraumes 
von «2, die an der Fläche die Randwerte fg hat, 
gesichert sei; man berechne successive die Potential- 
fuiiktionen 





des Aufsenraumes von 


Uii 

so, 

dass an 

der Fläche 

^1* Uii — fx, 

Uia 

n 


11 

,, 

„ U,2 = -Vn, 

Üi 3 

- 


11 

11 

„ üi 3 = -n2.„ 

Vj 

n 

71 11 

11 

n 

11 Uij == — U2, j-1, 



des Aufsenraumes von «2 

üai 

SO , 

dass an 

der Fläche 

C02 : Ü21 — 

U22 


n 11 

11 

11 

j? Ü22==”Uii, 

Ü 23 

T? 

n 11 

T> 

75 

11 Ü 23 ”“ Ui 2 i 



11 11 

r, 

11 

„ U2j=-Ui,j_x, 


56 ) 


dann stellt die Reihe: 

CO 

57) ü = 2j(Uij + Ü2j) 

1 

die Potentialfunktion des Aufsenraumes der beiden. 
Flächen und w.2 vor, welche an der Fläche die 
Werte an der Fläche Wo Werte £2 annimmt. 


§ 2. 

Können wir nachweisen, dass die Reihe 57 ) wirklich konver- 
giert, so folgt durch Addition der oberen Gruppe der Formeln 56 ): 

Uii -r U12 -I fj — U21 U22 (an der Fläche 0?^), 


oder: 

58 a) ü==fi, (an der Fläche «j), 
und durch Addition der unteren Gruppe der Formeln 56 ): 
Ü21 + U22 “} fa — Uji — (an der Fläche «2), 


oder: 


58 b) U = fo, (an der Fläche m^); 



wir haben also lediglich den Beweis zu erbringen, dass die 
Reihe 57) konvergier!: und eine Potentialfunktion des Aufsen- 
raumes von und m., ist. 

Es ist nun U„ die Potentialfunktion des Aufsenraumes von 
«1, die an der Fläche die Werte fj hat; bezeichnen wir mit 
Fj den absolut gröfsten Wert von auf «j, so ist nach Zusatz 
zu Satz IX des IV. Teiles in Anm. (^^): 

abs. tJii < • ^12, an der Fläche Wg, 

wo Aj2 einen echten Bruch vorstellt, der lediglich von der Lage 
der beiden Flächen CO2 abhängt; analog ist: 

abs. Ü21 ^ Fq • ^21, an der Fläche 

wenn F2 den absolut gröfsten Wert von f2 auf <»2 und Z21 einen 
echten Bruch vorstellt, der lediglich von der Lage der beiden 
Flächen 0J2 abhängt; bezeichnen wir die gröfseren der beiden 
Konstanten F2 mit F, so dass nach Zusatz 1 zu VII des IIL Teiles: 


abs. Uji ] im Aufsenraume 
abs. üoi < r, I von Wj 

und den gröfseren der beiden echten Brüche I2 niit 2 , so 
können wir die beiden obigen Formeln auch so schreiben: 



abs. Uji ^ F • 2 , an der Fläche cög, 

abs. U21 ^F* 2 , an der Fläche Wj, 

somit auch: 

abs. Ui2<F • 2 , an der Fläche ft?i, 

abs. Ü22 ^ F • 2 , an der Fläche fiög, 

und auch nach Zusatz 1 zu VII des III. Teiles: 

f abs. Üi2<F. 2,1 . ^ , 

59 o) I n ™ Aufsenraume von «g. 

I abs. IJ22 P * 2 , J 

Indem wir in dieser Weise weitergehen, folgt (j = 1, 2 ...); 

[ abs. Uij <r • I im Aufsenraume 
I abs. Usj^r- von Wi (» 2 , 

und hieraus die Konvergenz der Reihe 57). 


Bass schliefslich die Reihe 57) auch eine 
clarstellt, folgt am leichtesten, wenn man dieselbe auf eine andere 
Form — der Schwarzsclien Methode entsprechend — bringt. 

Man berechne successive die Potentialfunktionen 

des Äufsenraumes von \ 

Un so, dass an der Fläche 

^12 T, T) ?7 Ti ;■! "^12 “ fl — ^21? 

?? ?1 ?•! 57 77 7, 11|3 = f| — Uoo; 

7? 77 77 71 ^hj == ll — II 2 , j — l7 

60) 

des Äufsenraumes von cöo 
U 21 so, dass an der Fläche : Ug] = fg, 

^22 7 ? 7 ? 77 77 77 7? ~ fa — 

^23 77 77 Tf 77 77 77 ^23 ~ ^2 ”” 

7’ 7? 77 77 77 7i Uoj = fo — Uj, j ™ i, 



dann ist: 



ü - U - Uii + (Ui2 - Uii) + (Ui 3 - 11,2) + . . . 

+ U 21 + (Ujj Ujj) + (U 23 — U 02 ) + • ■ 

= lim (Um + Ujn), 

11 = 00 


denn es folgt durch Vergleichung der Formeln 56) und 60) mit 
Hilfe des Zusatzes 2 zu Satz VII des III. Teiles successive: 


62) 


Hii = Uii, Ü 21 = U 21 , 

Hi 2 = Ui 2 — Uji, Ü22 = U22 — U21. 
Hi 3 = lli 3 — U12, U 23 = U23 — U32, 


aus 61 ) folgt aber, da Ui^ u^,, Potentialfunktionen sind, die sich 
mit wachsendem n bestimmten Grenzwerten nähern, der Charakter 
von h als Potentialfunktion. 
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9 

Das innere Mnrphysolie Problem. 

§ 1 - 

Wir können analog den LbitGrsuehnngoi: des 1. Kapitels den 
folgenden Satz beweisen: 

IVb) Es seien und oy.^ zwei stetig gekrümmte, 
geschlossene Flächen, die sich umschliefsen und keinen 
Punkt gemein haben, eine 
gegebene Funktion der Stelle 
auf der Fläche von solcher 
Beschaffenheit, dass die Exi- 
stenz der Potentialfunktion des 
Aufsenraumes von (»i, die an 
der Fläche die Randwerte h 
hat, gesichert sei, fs eine gege- 
bene Funktion der Stelle auf 
der Fläche von solcher Be- 
schaffenheit, dass die Existenz 
der Potentialfunktion des Innen- 
raumes von £0.25 die an der Fläche 
«2 die Randwerte f2 hat, gesichert sei; man berechne 
successive die Potentialfunktionen 


des Aufsenraumes von Wj 



so, 

dass 

an 

der Fläche 

«1: 

II 

ülä 

77 

77 

77 

77 

77 

77 

^12 — "^‘217 


77 

77 

77 

77 

77 

77 

Ul 3 — U22? 

Uu 

77 

?■? 

77 

TI 

ji 

77 

h'lj “ j — 17 



de; 

s Innenraumes von (»2 

Ü21 

so, 

dass 

an 

der Fläche 

«2: 

E21 ” ^27 

Ugg 

77 

77 

77 

p 

77 

77 

U22 = Eji, 

Ü03 

77 

77 

77 

77 

77 

77 

E '23 ■ Ei 27 


7 ? 

?7 

p 

77 

77 

77 

Ugj = — Ul, 
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dann stellt die Reihe; 

64) ü (Uij + ügj) 
1 


die Potentialfunktion des von begrenzten Gebietes 
dar, welche an der Fläche a>^ die Randwerte fj, an der 
Fläche a >2 die Randwerte an nimmt. 

Der Beweis ist dem Beweise von IVa) völlig analog, nur 
erhalten wir an Stelle der Formeln 59), welche in Kapitel 1 die 
Konvergenz der Reihe ü bewiesen, die Formeln: 


65,) 

662 ) 

öbä) 

664 ) 


im Aufsenraume von ö), Wj, 


f abs. ü„ ^ r, 

[ abs. üg, r, 

[abs. Ujo^r, ] 

I ab3.U,2<t; TA, / von « 2 , 

f Üi3 ^ 2, I ^ 

1 abs.üäat^ r-A, j ^ 

[ abs.ü,4^r.>l, I . 

labs.Ü24^r>l^ / ‘^"^senraume von «3, 


im Aufsenraume von w, «, 


' 2 > 


wo r den absolut gröfsten Wert von f, und 4 , Z einen echten 
Bruch vorstellt, der lediglich von der Lage der Flächen w, und 

% abhängt. 


Man kann nun die Methode IV a) resp. IV b) auch zur Lösung 

des allgemeinen Problemes verwenden: 

Ke Potentiaifunktionen eines Gebietes zu bestimmen, das von 
beliebig Vielen getrennten, stetig gekrümmten, geschlossenen Flächen 
begrenzt wird, an denen ihre Randwerte vorgeschrieben sind. 

Man braucht nur mit Hilfe der Sätze IVa) resp. IV b) das 
Prob ern zunächst für zwei Begrenzungsflächen zu lösen, darauf 
leselbe Methode auf den Komplex dieser beiden Flächen und 
eine dritte der Begrenzungsflächen anzuwenden, und so fort, bis 
die Losung für den Komplex aller Begrenzungsflächen gefunden ist. 
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IV. Abschnitt. 

Eine Ausdehnung des Begriffc-s der Poteiiti.'il- 
fimlrtioii für mehrfach Räimie.. 


Untersuchungen für den Aufsenraum einer Ringfläche. 

§ 1 - 

Eine gegebene Fläche heifst einfach zusammenhängend, wenn 
sich jede auf der Fläche konstruierte geschlossene Kurve durch 
stetige Deformation auf der Fläche in eine geschlossene Kurve 
verwandeln lässt, deren Abstände von einem beliebig gegebenen 
Punkte der Fläche unter jede beliebig kleine Länge herabgedrückt 
werden können; im anderen Falle heifst sie mehrfach zusammen^ 
hängend. 

Ein gegebener Raum heifst einfach zusammenhängend, wenn 
sich jede in dem Raume konstruierte geschlossene Kurve durch 
stetige Deformation in dem Raume in eine geschlossene Kurve 
verwandeln lässt, deren Abstände von einem beliebig gegebenen 
Punkte des Raumes unter jede beliebig kleine Länge herab- 
gedrückt werden können, im anderen Falle heifst er mehrfach 
zusammenhängend. 

Als typisches Beispiel für den Fall einer mehrfach zusammen- 
hängenden Fläche, von dem aus man leicht Folgerungen für- 
kompliziertere Flächen ziehen kann, wird uns die Ringfläche mit 
kreisförmigem Querschnitt dienen. Wir denken uns eine solche- 
Ringfläche dadurch er- 
zeugt, dass wir das Cen- 
trum einer Kreisfläche (S 
auf einer stetig gekrümm- 
ten, geschlossenen Kurve 
entlang führen, die man 
sich als Randkurve einer 
einfach zusammenhän- 
genden Fläche denken 
kann, und zwar solP 

bei dieser Bewegung die Fig. S6. 



Kreisfläche in ihrem Centrum stets normal zu dieser Füiirungs- 
kurve sein; wir nennen dann die von der Kreisperipherie er- 
zeugte Fläche eine Ringflachc mit kreisförmigem Querschnitt, 
wenn der Radius R des Kreises klein genug gewählt ist, dass 
jeder Punkt der Fläche von der Fühningskurve nur eine kürzeste 
Entfernung (= R) hat. 

Eine solche Ringfläche ist mehrfach zusammenhängend, denn 
wir können weder die Peripherie er eines Querschnittes, noch eine 
geschlossene Kurve welche jeden Querschnitt io einem Punkte 
schneidet und als Randkurve einer einfach zusammenhängenden 
Fläche angesehen werden kann, durch stetige Deformation auf 
■der Ringfläche in eine geschlossene Kurve verwandeln, deren 
Abstände von einem beliebig gegebenen Punkte der Fläche unter 
jede beliebig kleine Länge herabgedrückt werden können. Wir 
können dies aber mit jeder geschlossenen Kurve erreichen, welche 
die beiden Kurven (T und g nicht schneidet. Indem wir er als 
eine den Ring einmal umschlingende, g als eine einmal um den 
Ring herumlaufende Kurve bezeichnen, können wir, indem wir 
uns einer üblichen Ausdrucks weise anschliefsen, sagen: 

Die Ringfläche wird durch eine den Ring einmal umschlingende 
Kurve er und eine einmal um den Ring herumlaufende Kurve g 
in eine einfach zusammenhängende Fläche zerlegt. 

Ein typisches Beispiel für den Fall eines mehrfach zusammen- 
hängenden Raumes ist der Äufsenraum oder Innenraum einer 
Ringfläche, und wir wollen uns zunächst mit dem ersteren be- 
schäftigen. 


§ 2 . 

Der Äufsenraum einer Ringfläche ist ein mehrfach zu- 
sammenhängender Raum, denn wir können keine der Kurven 2',^) 
welche man durch stetige Deformation in dem Raume Ta in eine 
Querschnittsperipherie er verwandeln kann, durch stetige De- 
formation in dem Raume Ta auch in eine Kurve überführen, 
deren Abstände von irgend einem beliebigen Punkte des Raumes 
unter Jede beliebig kleine Länge herabgedrückt werden können. 
Wir können dies aber mit jeder in dem Raume Ta konstruierten 


''j Diese Kurven ^ bezeichnen wir ebenso, wie die Querscimitts- 
peripberieen er als Kurven, welche den Ring einmal umschlingen. 



— Mi — 

geschlossenen Kurve erreichen, wenn dieselbe eine beliebig kon- 
struierte einfach zusammenhängende Fläche ß, welche eine um 
den Ring einmal herumlaufende Kurve ? zur Randkurve hat, 
nicht schneidet. Wir sagen daher, indem wir uns einer üblichen 
Äusdrueksweise anschliefsen : 


•t 



Fig. 87. 


Der Aufsenraiim einer Ringfläche wird durch eine beliebige 
einfach zusammenhängende Fläche welche eine einmal um den 
Ring herumlaufende Kurve g zur Randkurve hat, in einen einfach 
zusammenhängenden Raum zerlegt. 

Geben wir der Führungskurve des Ringes eine bestimmte 
positive Umlaufsrichtung, so sind damit die positiven ümlaufs- 
richtungen aller den Ring umschlingenden Kurven -2*, sowie dei 
positive Seite von unzweideutig festgelegt. 


Da in der theoretischen Physik empirische Gröfsen, wie 
Geschwindigkeiten etc. (wir deuten hier namentlich auf die An- 
wendungen in der Hydrodynamik hin) im allgemeinen den Ab- 
leitungen von Potentialfunktionen entsprechen, während eine 
solche empirische Bedeutung der betreibenden Potentialfunktion 
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selbst nicht zukommt, so hat man den Begriff der Potentialfimktioii 
dahin erweitert, dass man lediglich von den ersten Ableitungen 
der Potentialfuiiktionen Eindeutigkeit und Stetigkeit verlangt, wäh- 
rend man der Potentialfunktion selbst allgemeinere Bedingungen 
auferlegen kann, und zwar hat sich die folgende Erweiterung als^ 
am zweckmäfsigsten erwiesen: 

Erweiterung des Begriffes der Poteiitialfunktion in 
mehrfach zusammenhängenden Piäumen. 

Denken wir uns einen mehrfach zusammenhängenden 
Piaiim durch geeignete Flächen Slj • • • einen einfach 
zLisammenliängenden Raum zerlegt^, 30 soll jede Poten- 
tlalfunktion dieses einfach zusammenhängenden Raumes 
(in dem durch die Definitionen S. 180 festgelegten Sinne) 
auch eine Potentialfunktion des mehrfach zusammen- 
hängenden Raumes genannt werden, falls nur die ersten 
Ableitungen dieser Funktion zu beiden Seiten der 
Flächen -0^ Ä 2 • dieselben Werte haben. 

Von einer Poteiitialfunktion ü des Aufsenraurnes unserer 
Ringfläche werden wir somit Eindeutigkeit und Stetigkeit nur 
verlangen, solange wir nicht durch den Querschnitt /i hindurch- 
gehen, dagegen müssen die Ableitungen 

W 0U W 

0x’ 0y’ 0z 

bei dem Durchgänge durch diesen Querschnitt stetig bleiben. 

Bezeichnen wir die Werte, welche U amiimmt, wenn wir 
uns einem Punkte des Querschnittes i2 von der positiven resp. 
negativen Seite unendlich nähern, resp. mit U+ und U__, so wird 
im allgemeinen: 

LV-U_4=0 

sein, wir setzen: 

66) Ü_-U4- = Ä-, 

dann folgt zunächst leicht, dass K auf fl konstant sein niuss^ 
denn bezeichnen wir mit h irgend eine tangentiale Riclitmig, so- 
ist wegen der Stetigkeit der Ableitungen von ü: 

|!E! _n 

i 8h L I eh |_ • 
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Wii’ können aus dieser Konstanz von K auch die Folgerung 
ziehen, dass für jede den Ring einmal umschlingende Kurve 2: 

f pilT 

der = K 

0(J 

ist. 


§ 

Wir wollen nach diesen Vorbereitungen einige frühere Resultate 
über Potentialfunktionen auf die so erweiterten Potentialfunktionen 
des Aufsenraumes einer Ringfläche aiisdehnen. " 

Wir hatten früher für eine Potentialfiinktion U des Aufsen- 
raumes einer Fläche co mit der äufs er en Normalen 3 ^ die Formel 
abgeleitet [Satz Ilb) des III. Teiles S. 187]: 


ü = - 


1 C 0U dcö 
471 J di/ r 

O) 


1 cos(rj^) 
Tn 


dcö. 


Würden wir diese Formel für eine Potentialfiinktion des 
Aufsenraumes der Ringfläche 00 aufstellen, so würden wir bei 
der Erweiterung des Begriffes der Potentialfunktion im allgemeinen 
zu falschen Resultaten gelangen; wir haben hier zu der Begrenzung 
des Raumes, dessen Potentialfunktion ü in dem früheren Sinne 
ist, die positive und negative Seite des Querschnittes mitzuzählen 
und erhalten die folgende Formel: 


oder: 


4-- 


r 0ü dft) 

1 r 

' J dy r 

47rJ 

(0 

Cö 

r 8ü d« 

1 r 

j 8»/ r 

■^4;rJ 


ß 

r 8Ü dw 


j ö'' r 

47r j 


cos(r^) 


r- 


do) 


U, 


d« 


68 ) 




1 ( öh doa 1 f tt cos (l'p) , 
47 r J ov r 47r ) r*" 


47T J I“ 



Es ist aus dieser Formel leicht zu ersehen, dass es für die 
Ableitungen von Ü ganz gleichgültig ist, welche Fläche Si wir zur 
Zerlegung des Aufsenraumes der Ringfläche in einen einfach zu- 
sammenhängenden Raum benützen; denn die Ableitungen von: 




o 


sind von dem Verlaufe der Fläche Si ganz unabhängig; es ist 
nach Formel 59) S. 46: 


69 ) 


0 f cos(r>^) ^ r cos(ry) cös(gz) — cos(rz) cos (gy) 
0xj — J.2 

o c 


.Q e 

f cos (rv) , _ (’ cos (rx) cos (ey) — cos (ry) cos (sx) , 

- \ — J.T- cl« - j — - d?. 


0 f cos(rr) f cos(rz) cos (ex) — cos (rx) cos (gz) 

= j ^^3 - - de, 

ß 


§ 5. 

Wir hatten früher bewiesen^ dass eine Potentialfunktion U 
des Aufsenraumes einer Fläche m sowohl durch die Angabe ihrer 
Randwerte, als auch durch die Angabe ihrer normalen Ableitungen, 
eindeutig'*') bestimmt ist, falls sich überhaupt die Existenz der 
betreffenden Funktion nachweisen lässt. [IXa) und IX b) des 
IIL Teiles S. 206]. 

Wir stützten uns zum Beweise auf die Formel: 






dJ] 

dy 


dft). 


(g) 


Wir dachten uns zwei Potentialfunktionen tJi U2 des Aufsen- 
raumes, für die an der Fläche co 


oder: 


Ux==U2, 

dy dy 


') Eventuell bis auf eine willkürllelie additive Konstante. 
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und brachten die letzte Formel auf die Potentialfunktion Uj - Ll> 
zur Anwendung; 


tu 


\ '°J 1 \ 'oz ) 


dr 



SUo', 
Bv y 


d». 


Sind nun üi U 3 Potentialfunktionen des Aufsenraunies der 
Ringfläche in dem erweiterten Sinne, so müssen wir zu der Be- 
grenzung des Raumes % noch die positive und negative Seite 
von -Q hinzurechnen, so dass: 




Ta 


70) 






dr 





\dv ■ dp 


d» 





doj. 


wenn an der Fläche -Q: 


/Ui_-Üi+ = Ä- 

iU2_-U2+ = 


Io diesem Falle wird, wenn an der Ringfläclie: 

aUi __0Ü2 
dv “ 'dp' 


das in 70) links stehende Integral nur dann null, d. h. nur dann 
überall im Aufsenraum der Ringfläche: 

werden, wenn zugleich: 

Wir erhalten so das Resultat: 

Va) Eine Potentialfunktion U des Aufsenraumes 
einer Ringfläche in dem durch die Definition S. 364 
erweiterten Sinne ist durch die Kenntnis ihrer normalen 



Ableitungen an der Ringfläche — wenn sich überhaupt 
die Existenz einer solchen Funktion beweisen lässt — 
noch nicht eindeutig bestimmt. Man braucht zur völligen 
Bestimmung noch die Angabe des konstanten Wertes Ih 
■den die über eine beliebige den Ring einmal um- 
schlingende Kurve 2 zu erstreckenden Integrale: 



.annehmen sollen. 


2. Kapitel 

■Unter suctiungeii für den Innenraum einer Ringfläcke. 

§ 1 - 

Der Innenraum Zi einer Ringfläche ist ein mehrfach zusammen- 
hängender Raum, denn man kann keine der Kurven,'*') welche 
man durch stetige Deformation in dem Raume ti in eine ehimal 
um den Ring herumlaufende Kurve g verwandeln kann, durch 
stetige Deformation in dem Raume auch in eine Kurve über- 
führen, deren Abstände von einem beliebigen Punkte des Raumes 
unter jede beliebig kleine Länge herabgedrückt werden können. 
Wir können dies aber mit jeder in dem Raume ti konstruierten 
geschlossenen Kurve erreichen, wenn dieselbe einen beliebigen 
der kreisförmigen Querschnitte des Ringes nicht schneidet. War 
■sagen daher: 

Der Innenraum der Ringfläche wird durch einen beliebigen 
seiner kreisförmigen Querschnitte in einen einfach zusammen- 
hängenden Raum zerlegt. 


§ 2. 

Wir gelangen in genau analoger Weise, wie wir den Satz V a) 
abgeleitet haben, zum Beweise des korrespondierenden Satzes für 
den Innenraum einer Ringfläche: 


’•') Wir bezeichnen diese Kurven gleichfalls als einmal um den ßing 
Jierumlaufende Kurven. 
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Vb) Liiiit Pot6ntiä,lfiinktioii Ü cIgs InnGiirauinGs 
einer Ringfiäche in dem durch die Definition S. 364 
festgelegten Sinne ist durch die Kenntnis ihrer nor-^ 
malen Ableitungen an der Ringfläche — wenn sich 
überhaupt die Existenz einer solchen Funktion be- 
‘.veisen lässt — noch nicht eindeutig bestimmt. Man 
braucht zur völligen Bestimmung noch die Angabe des 
konstanten M ertes den die über eine beliebige um den 
Ring einmal hei umlaufende Kurve g zu erstreckenden 
Integrale: 


aiinehmen sollen. 


Korn, Potentialtlieorie. 


24 



Aiimerkiiiig-eH 


1 (i) Ist ü lediglicli als eine Funktion der Stelle auf m definiert, so 
denken wir uns das Fläclienstück dw mit seinen Funktionswerten in der 
PdcMung der Normalen j'q des Punktes (hVoCo) tind in entgegengesetzter 
RicMimg um eine kleine Strecke x parallel verschoben, dann ist in dem so 
entstellenden kleinen Cvlinder, bei genügend kleinem r, IJ eindeutig und 
stetig, seine Ableitungen sind im allgemeinen eindeutig und stetig (vgl. 
Def. S. 16), es folgt dann die im Test gegebene Entwickelung aus dem 
Tayiorschen Satze. 

2 (2) Es ist: 

abs. J • cos (?x) d? < D • abs. ^r df. 


Denkt man sich die Kurve g auf die Tangentialebene in 
projiziert, so ist: 

P 
r = 


dg-- 


I sin(rro) j 

ds 

I sin(?>^o)] 


wenn P den Radiusvektor, ds ein Element der projizierten Kurve s vor- 
stellt. Man kann nun die dw stets so einrichten, dass alle sm(rj'o), sin(s'*'o) 
von null verschieden und alle sin (Ps) von null verschiedene Zahlen gieiclien 
Yorzeichens sind: dann folgt: 

abs. j*rd5“.< (endliche Konstante) abs. Jp sin(Ps) ds, 

? s 


und da das Integral 

so mehr: 

und: 


rechts die von s umschlossene Fläche vorstelit, um 

A doj, 

abs. cos(5-x) d£-< A • D • dw, 

5 “ 


WO A eine endliche Konstante vorstelit. 
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(8) Seien in dem zweiten Falle 

Ü, V, w 

die Randwerte der Funktionen U, V, W, so ist: 

cos (^'x), 


cos 


au 

au . 

au 

01 

01 dv 

au 

aü . 

au 

dn 

drj dv 

au 

au . 

. au 

ar 

at 01 ^ 


3 


und analoge Formeln gelten für V und W, wenn man immer durcli die 
horizontalen Striche andeutet, dass der Randwert der betreffenden Funktion 
.an der Fläche zu nehmen ist. 

Es ist daher: 



dU 


(iOs{px) -h 



dW \ 
ai ) 



aw 

dV 




Uc 


aw^ 

ai / 


cos {»y) + (^-1^ — ^ j cos (>' 2 )| doi 
cos(>t) + — ~) oos(!'z)| dw 


und nunmehr nach Satz B: 

= |'[ü cos(<rx) -{- V cos(öy) + W cos(ö’z)] der. 
6 


Die eben gegebene Ableitung einer solchen Ausdehnung des Stokes- 
■ sehen Theorems hat keine Schwierigkeit, wenn UVW und ihre ersten 
Ableitungen in einem endlichen Raumgebiete eindeutig und stetig sind, 
das von w und einer Fläche, die mit w dieselbe Randkurve, sonst keinen 
Punkt gemein hat, begrenzt wird. Auf eine weitere Verallgemeinerung 
wollen wir hier nicht eingehen. 

(4) Es ist: 

abs. 

0 0 




J * cos (?'x) do D * abs. i r do ; 


• es lassen sich nun die dr stets so einrichten, dass alle cos(iw) von null ver- 
.scMedene Zahlen gleichen Vorzeichens sind; es folgt so: 

abs. l r do < (endliche Konstante) abs. . i r cos (rr) do, 

ö’ 


24 * 



miä da das Integral rechts das dreifache von o iimsclilossene Volumen 
vorsiellt : 


< A . dr, 

ahs. ^ J • cos (»'x) do ■ di", 

V 

0 


WO A eine endliche Konstante vorstellt. 

5 (5) Um diese Behauptung zu beweisen, denken wir uns in. einem 

Punkte oder (lo^o^o) der Kurve, der kein Eandpuiikt derselben sein 

möge, noch ein Trennungspunkt stetig ge- 
^ kriimmter Kurventeile, die Normalebene und 
c in dieser den Punkt (xyz). Um zu ent- 
scheiden, ob die Entfernung 1*0 des Punktes 
(xyz) von (Io > 70 Co) ehie gröfste oder kleinste 
Entfernung des Punktes (xyz) von der Kurve 
oder keines von beiden ist, ziehen wir noch 
die Grade (lo + dr) von (xyz) nach dem Punkte 
CoH-dö- oder (|?;t) der Kurve, wobei klein 
genug gewählt sei, dass (IAC) sich in der Form dar stellen lassen: 



dl! 


1 


^ = Co-+-d(> 


'd^ll 


dann ist: 


d(> 2 I dö’’^ 

(lo d- dr)- = 1 1 “■ j^(x — l^) | ^ 

+ (y — Vo) 

4- (z — Io) 




cf„ 4- 6 5cr 
dcF” ^ 

1 

ao + 6o(jJ 


4- -d [• , 


wo J durch Verkleinerung von dn unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt 
werden kann. AVegen der Endlichkeit der zweiten Ableitungen von 
xönnen wir daher bei genügend kleinem i'o und genügend kleinem dtr stets 

eiTeiciien, dass: 

(vo 4- dr)^ = 1*0^ 4- ® d(j^, 


wo © eine von null verschiedene, positive Zahl vorstellt. Diese Formel 

beweist die Behauptung. 

(6) Wir schliefsen uns hier und in allem folgenden einer üblichen,, 
abgekürzten Ausdrucksweise an; wenn man von dem Werte einer Funktion 
der Stelle (x,y,z), die sich als ein Flächenintegral über eine Fläche m dar.. 
stellt, bei unendlieher Annäherung an die Fläche <o spricht, so hat man es 
eigentlich mit einem doppelten Grenzübergang zu thun, der unendlichen 
Annäherung des Punktes (xyz) an die Fläche » und dem durch die In- 
tegration involvierten Grenziibergang; damit dieser doppelte Grenzübergang. 
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stets eindeutig aiisgeiegt werde, wird stillschweigend die Festsetzung ge- 
troffen, dass, wie klein man auch die Entferaung des variabeln Punktes 
von CO annehmen möge, immer sollen die gröfsten Distanzen innerhalb der 
Fläehenelemonte dw gegen jene Entfernungen unendlich klein sein. 

(7) Der absolute Wert einer Summe ist stets der Summe der ab- 7 
soluten Werte der Summanden. 

(8) Ist H lediglich als Funktion der Stelle auf der Fläche aufzufassen, 8 

SO kann man: 

cos(rx) -f- cos(^T) 4- cosCrz) = 0 

setzen. 

(9) cl. h. derjenigen Kurven, welche zu einer solchen Zerlegung not- 9 
wendig sind. 

(10) Ist X lediglich als Funktion der Stelle auf der Fläche aufznfassen, 10 
so kann man: 

9 -^ f K , dx ^ dx , ^ 

cos + — oos(j'y) + cos(»'z) = 0 

setzen. 

(11) Wir betrachten hier H lediglich als Funktion der Stelle auf der 11 
Fläche [vgl. Anm. (*")]. 

(12) Wir betrachten hier x lediglich als Funktion der Stelle snf der 12 
Fläche [vgl. Anm.(^'^)]. 

(13) Für innere Punkte haben wir auch zur Begrenzung die unendlich 13 
kleine Kugelfläche (R) hinzuzurechnen, die innere Normale r des in Fig. 29 
schraffierten Gebietes wird dabei durch die äufsere Normale der Kogel- 
fläche repräsentiert, es folgt somit: 

(R) 

(14) Diese Entwickelung von cos(rr) folgt aus der Eindeutigkeit und M 
Stetigkeit von cos(rx), cos(>'7), cos(rz) und der Endlichkeit iha.-er ersten 
Ableitungen. 

(15) Es liefse sich der Einwand erheben, dass man das Integral in 15 
dieser Formel bereits als imeigentliches Integral auffassen muss; wir brauchen 
indessen diese neue Festsetzung nicht, wenn wir 

_ ... 

0) 

auf der Fläche als die Ableitungen des uneigeiitlichen Integrales: 



to 



auffassen. 
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li (16) In Punkten der Trennungskurven kommen W resp. W bestimmte 
Werte zu, welcbe mit den Randwerten an der positiven und negativen 
Seite von co durch die Relationen verbunden sind: 

W = 

= W_ + (oz, 

wo öj eine zwischen 0 und 4^1 liegende Zahl vorstellt. 

17 (17) Dass das Integral: 

J = lim r H cos(?z) -cos(yz) co s (?y) ^ q 


isty •wenn man g den Punkt (xyz) (mit der positiven Normalen Vq) immer 
näher und näher umschliefsen lässt, folgt, weil man g so wählen kann, dass 
seine Projektion auf die Tangentialebene in (xyz) ein Kreis s mit dem 
kleinen Radius P um (xyz) als Centrum ist; es ist dann bei genügend 
kleinem P für irgend einen Punkt von g: 

dg* = ds (l 4- r • 0) 

cos(ry) cos(g‘z) — cos(rz) cos(g*y) = cos(roy) cos(sz) ~ cos(^^oz) cos(sy) 

H = H (xyz) H- r • 


wo % 'tp stets endlich sind, desgleichen wenn die ersten Ableitungen 
von H endlich sind. 

Es folgt somit: 



cos(?^Qy) cos (sz) 


Ferner ist: 


— cos (^oz) eos (sy) 


P 

sin(rro) ’ 


j. 

r 


(I + 


wo s durch Verkleinerung von P unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt 
werden kann, somit: 

J = lim • i? (xy z) I goM-oy) cos(sy) ^ 

s 

Es geht aus dieser Bemerkung deutlich hervor, dass die Ableitung 
, wenn man in (^o%äo) die Normale Vq errichtet und den variabeln Punkt 

(xyz) auf dieser Normalen von irgend einer endlichen Entfernung r aus 
von der einen oder anderen Seite der Fläche unendlich nahe an {^oVoCo) 



heranriiekeii lässt, auf dieser Strecke eindeutig und stetig ist'*'), wobei wir 
ledigiicli H. als eindeutig und stetig anzunelimen brauchen, ohne irgend 
welche Amialimen über die ersten Ableitungen von H liinzuzunehmen. 

In einem besonderen Falle sind auch die Formeln 113 a) von jeder 
Bedingung über die ersten Ableitungen von H unabhängig, nämlich wenn 
M von der Form ist: 

ff == f cos (ril), (f endlich) 

und li eine in {lo%?o) to tangentiale Richtung vorstellt. In diesem Falle 
ist in einem endlichen Gebiete Wj um 


cos (rh) = r . 9D, 

wo (p stets endlich ist, somit z. B. 


ev 


dY' 


dY 

. 0X 


0X 

- 4 - 

öx 


j'g cos(rx) 


do) 




in diesem Falle können wir die Randwerte von in (lo»7oto) gerade so 

bilden, als ob (lo^^Co) gerade auf der Fläche läge. 

( 19 ) Das gilt (da W eindeutig und stetig ist, solange wir nicht durch 
s hindurchgehen), wenn wir auf dem Kreise (q) auf dem Wege von B nach 
X in positivem Sinne fortschreitend g nicht durchkreuzen; das können wir 
aber, da die z Axe nach der konvexen Seite von g positiv ist, bei genügender 
Verkleinerung von q stets erreichen. 

( 20 ) Es mögen in dem Punkte N zwei stetig gekrümmte Teile und 2© 
62 der Randkurve unter einem (von null verschiedenen) 

Winkel zusammenlaufen. Wir haben zwei Fälle zu 
unterscheiden. 

1. Fall. Der Winkel, den und 0-3 einsehliefsen, 
ist ^ TT. Dann wird in einem endlichen Gebiete um N 
die kürzeste Entfernung irgend eines Punktes (l^yC) der 
Fläche <0 von der Randkurve entweder auf Ci oder 
auf 02 senkrecht sein, und wie nahe wir (l^/C) auch bei 
N annehmen, stets werden sämmtliche Argumente der 
Beweise im Texte gültig bleiben. 

2. Fall. Der Winkel, den 0*1 und Ci einsehliefsen, 
ist ^71. In diesem Falle legen wir in N zu cr^ die 

Normalebene, welche (o in schneide, und zu 02 Normalebene, welche 
w in ^2 schneide; wir teilen dadurch in einem endlichen Bereiche um N die 


M 



Wenn nur t genügend klein ist, so dass wir bei dieser Wanderung w 
nicht schneiden. 



Eiäclie in drei Teile I, II, III so, dass die kürzeste Entfemiuig jedes Punktes 


des Teiles I von 


der Eandkurve auf «T]. 



die kürzeste Entferiiiiiig jedes 
Punktes des Teiles II von der 
Eandkurve auf senkreclit ist, 
während alle Punkte des Teiles 
III von N kürzere Entferiimigen 
haben, als von irgend einem 
anderen Punkte der Randkurve. 
Während daher für Punkte der 
Teile I und II alle Argumente 
des Beweises im Text in Gültig- 
keit bleiben, ist für den Fall, 
dass der variable Punkt (xyz) 
im Teile III liegt, eine besondere 
Betrachtung nötig. 

Es ist zunächst aus unseren frü- 
heren Untersuchungen ersicht- 
lich, dass sieh die Ausdrücke: 


von den Ausdrücken: 


^ |"cos(rv) cosfffzl ~ fosMJ-z) cos fr 




(i(r, 




bei genügend kleinem o für Punkte (xjz) des Teiles III nur um Gröfseii 
von der Form 2)(o) unterscheiden werden, wenn wir die Integrationen in 
den letzten Integralen über die Tangenten und -5; von ctj und «Tg in N 
erstrecken; um diese Ausdrücke zu untersuchen, nehmen wir für den 
Augenblick die Eichtung der Tangente zur x Axe, positiv in der 
Eiclitung N >- und berechnen die Integrale: 

cos (rx) 


'cos{ry) 


cos (rz) 



für Punkte mit negativem x. 


■^) Die in Fig. 90 beigefügten Pfeile markieren, die positive Richtung 
der Eandkurve, resp. die positiven Eiehtungeii, in denen die obigen Integrale 

über -Ti und Ak zu erstrecken sind. 
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Es ergiebt sich analog der Untersuchung S. 7 ; 
cos (rx) 1 


f cos (ry) , 1 . <9. 

I dö-== -h -- cot , 

J 1” e 2 


r-^ 


wenn &i den Winkel vorstellt, den die 
xAxe mit der Kichtung q bildet und wir 
die y Axe in der durch die x Axe und 
die Grade q gelegten Ebene annehmen.*) 
Gehen wir von diesem speciellen auf ein 
allgemeines (positives) Koordinatensystem 
zurück, so wird: 



b) 


f cos (rx) 




-f- cos (Jfi x) 4- cot Y cos (qx) -h Dl (^), 


? \ d'r= + cos(^iy) + cotyCOs{s',y)4-D2(e), 


P j der = + cos(^i z) + cot y cos (?i z) + 03(5), 

ii 

wenn man die Kichtung ?i von N in die Fläche w hinein positiv rechnet, 
somit : 

^ C CQs (ry) cos(.z)-cos (rz) c o^ ^ 

y r- 2 

— cos (e -1 z) cos (-S*, y)] -f- (?), • * • 

= — cot ™ cos (rx) 4- ® 1 ((>), . . . 


Analog ist: 
f cos(ry) cos ((Tz) — cos(rz) cos(<Ty) ^ _ 


dö'= — cot “ cos(rx) 4- Di ((>), 7. 


wenn 9^ den Winkel vorstellt, den die Kichtung q mit «jg einschliefst. 


*) Dieselbe wird somit nahe mit der Kichtung g-j zusammenfallen. 
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Es ergeben sich somit für diesen Fall als Erweiterung 
des Satzes Yllbj die Formeln*): 

o = — ^cot Y + CO* y) 

c) 0 = — fcot ^ + cot cos (j'y) + 4 (p), 


I o yy — ~ ^cot Y + cot cos (vz) -j- 4ä (e), 

aus denen folgt, dass Zusatz 1 und 2 zu Vllb) auch in diesem 
Falle in Geltung bleiben. 

Die Formeln a) gestatten uns noch den folgenden Schluss: Da bei 
den in a) vorkommenden Integralen über halbe unendliche Graden alle 
cos(rx) für sich und alle cos(ry) für sich stets dasselbe Vorzeichen haben, 
so können wir folgende Bemerkung machen: 

Bemerkung. Für die über die Eandkurve <?**) eines be- 
liebigen Flächenstückes oj zu erstreckenden Integrale: 


abs. eosfrxl 


I* ab s- cos(ry) T abs. cos(i-z) 


gelten bei genügend kleiner kürzester Entfernung q des- 
variabeln Punktes (xyz) von (r stets Formeln von der Form: 


der = « + 4 (^), 


( abs. cos (ry) , ^ ^ , 


abs. cos (rz), , .. 

d(j — y + 4 ((■>)? 


wo y endliche Konstanten vorstellen. 

(21) Wir haben — - unter Zugrundelegung der Bezeichnungen in Fig. 39, 
indem wir die x Axe für den Augenblick in die Richtung er legen — zu 
zeigen, dass die Ausdrücke: 


*) Sehlieisen Uj und erg den Winkel n ein, so ist 

=r @2 == y 

iiiicl die obigen Formeln gehen in die Formeln 138) über. 

Dieselbe möge Trennungspunkte haben oder nicht. 
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+ S 
-'S 


■ s 


+ s 




,/v ,1.:' 

r’- 


dl', oj 


j,££i^'f)dr 


■bei genügender Verkleinerung von S und -|- von der Form ^(g) werden.*) 

Wir bezeichnen mit 9 den Winkel, den die Projektion der ßielituiig q 
auf die yz Ebene mit der y Axe bildet, mit 6 den Winkel der Dichtungen 
r' und Q (positiv oder negativ zu rechnen, je nachdem positiv oder negativ 
ist), dann ist: 

cos (r'x) = — sin 0, 

COs(rV) = cosO cos'jn, 
cos(r'z) =cos6 sin^, 


von den obigen Ausdrücken ist daher seinem absoluten Werte nach: 


der erste abs. Max. {Jx) i 

-f S 
( cos Ö 

der zweite ^ ^ abs. cos-p abs. Max. (Jx) I 

-"s 

+ s 

I cos 6 

der dritte ^ q abs. sm> abs. Max. (Jy>) 1 — ij- cW, 

-"s 

das erste der drei Integrale rechts ist 


1 


das zweite - 


das dritte = 


s 

y^Ts^i^ 
__s 

e ■ 


(vgl. S. 79 bis 80). 


Es folgt daraus, dass wir durch genügende Verkleinerung von S und 

die drei obigen Ausdrücke auf die Form bringen können, wenn 

b 

abs. Max. (//>c) bei genügend kleinem S von der Form .i(S) ist 

•'•) Die Ausdehnung auf Randkurven mit Tremiungspunkten erledigt 
sich, wie in Anm. (-^). 
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Bemerkung. Für die Gültigkeit der Eesiiltate des Textes 
Ist also eigen tl ich die Voraussetzung liiiiz uzuiie hmeii, dass 
für zwei genügend nahe Punkte 1 und 2 der Raiidkurve 


abs. (zj — 5^2) A * S] 2 5 


'A endlich, \ 

J 


wenn Sjo die Entfernungen von 1 nach 2 vorstellt. 

Wir haben diese Bedingung im Text lediglich deshalb 
nicht hinzugefiigt, weil dieselbe für unsere Ha tip tiiiiter” 
siichungen, bei denen keine Randkurven vorhanden sind und 
höchstens konstante Sprünge von z in einer endlichen Anzahl 
von Trenniingskurven Vorkommen, belanglos sind. 

Wir werden übrigens bei einigen allgemeinen Sätzen in 
Teil IV, die auch für den Fall nicht konstanter Sprünge in den 
Trennungskurven in Gültigkeit bleiben, auf diese Bemerkung 
zurück verweisen. [Anm. 003 

22 (22) Dieser Fall erledigt sich durch eine der Untersuchung in Anm. (^0 
ähnliche Betrachtung. 

23 (23) Zusatz 2 zu Villa) folgt genau wie Zusatz 1 zu Villa), da bei 
den Voraussetzungen desselben das Kurvenintegral in der Formel 148) 
null ist. 

Genügt z nur den allgemeineren Bedingungen des Satzes VIII a), so 
geht aus der Ableitung des 1, Zusatzes und der Formel 148) hervor, dass, 
wenn wir die Richtung F zur x Axe wählen: 



(X 


cos(ry) cos(ffz) — cos(rz) cosfay) , , 

^ j 


oder nach Vllb) [unter Berücksichtigung der Betrachtung in Anm. (^^l* 

wo Xp den Wert von x in dem Punkte P der Kandkurve vorstellt, dem 

man sich nähert, und das Vorzeichen -4~ oder — zu wählen ist, je nachdem 
man r in der einen oder anderen Richtung positiv rechnet. 

Wir erhalten so: 

Z US atz b zu Villa). Erfüllt z auf w lediglich die allgemeinen 
Bedingungen des Satzes Villa), so ist bei genügender An- 
näherung an die Randkurve oder eine Trennungskurve von w 
auf der Fläche co': 

dW 

= -I-D(e), 

öW 

^ -^ = ±2^Pp4-D(^), 


) Bei Tiennungskurven von co muss eine solche üngleicluing für die 
Sprünge von z gelten. 



stellt, dem man sicli nähert, resp. ‘/-^p den Sprung von x in dem 
Punkte P der Tronniingskurve, dem man sich nähert; die Vor- 
zeichen -H oder sind entsprechend zu wählen, je nachdem 
man V nach der einen oder anderen Seite positiv rechnet. 


Es ist schliefslich von Wichtigkeit, die tangentialen Ableitungen ^ 

in der Nähe der Kurven (r auch dann zu betrachten, wenn man den Winkel 6. 
den w und n)' in P bilden, kleiner und kleiner werden läfst. 

Es sei zu diesem Zwecke ^o' die kürzeste Entfernung des variabeln 
Punktes (xyz) von co, ihr Fufspunkt auf w, wir denken uns um ein 
Gebiet abgegrenzt, von solcher Beschaffenheit, dass der Abstand jedes 
Punktes des Gebietes w — Oj von (xyz) gröfser sei als die Länge P, wo; 


a 


rl-)J 


(a endlich), 
(0 V P < 1], 


wir können dann bei festem, genügend kleinem p' den Quotienten; 


P 

e' 


a 

e' 


~X’ 


sowohl, als auch den Quotienten: 


eo' 

P 




durch genügende Verkleinerung von 6 unter jeden beliebigen KleinheitS" 
grad herabdrücken. 

Nun ist, wenn y>Q der Wert von in Po ist, nach Zusatz 2 zu VII b); 
, ( cos (idh) — - 3 cos(rE) cos(rh') . , 

? \ ^0 ■ J., ' = ./(?), 

(Ü 

somit: 

, 9W , , cos(»'li') — 3 cos(rr) cos(rh') , 

p --- = p J L_i d. 

w, 

, f , V cos(*'h') — 3 cosivy) cos(rh') , 

+ e \ 

J 

( 0 ' — Wi 

4 - J {q') ; 

p 

auf Wi ist bei genügend kleinem P und : 


abs. {x — Xfj ^ a • Pabs. Max. enclHcli), 

• J ■ (j endlich); 

wir können daher die letzte Gleichung auch so schreiben: 


a) o' 


wo: 


b) 


abs. Ji ^ B - P • o’ 

J,=:0' ('{ 


(B endlich), 


cos(j']i') — 3 cos (rr) cos (rh') 


~ ^o) 

(Ü Wj 

Nim ist identisch, wenn ^ die Randkurve von Wj ist: 

f 3 r 4- f {f„ + f.. + f,3) d. 

eJ tj 

'h Wj 

f r cos (ryl COS (i'z) —cos (rz) cos ( it) / . 

_ I — h_.iJ.cos((;x) 


d(tj. 


c) 


, cos(rz) cos (^'x) — cos (rx) cos fi^z) , . 

-r — L_^.Cos(ö'y) 






cos(ö’z)J der, 


wie leicht aus dem Stokesschen Theorem (S. 12) folgt, wenn man 
demselben: 

ü = cos(vz)— CQs(rz) cos (ry) 

r- ’ 

Y_ cos(2'x) — cos{rx) cosfj'z) 

"“'r=^ 

W = OQs(f^^y) — cos(ry) cos(;!^ x) 

r- 

setzt, und wie früher (vgl. die analoge Untersuchung S. 37): 

tu + 4. + fsa = ^ (cos (rs)) + A (cos (I'y)) + ^ (cos (.'z)) 

bezeichnet. 


Da: 




in 


nach Voraussetzung. 
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Die Formel c) ergiebt uns einmal den allgemeinen Hiifssatz, der uns 

aoch oft von Nutzen sein wird: 

Hilfssatz. Das Integral über eine geschlossene stetig ge- 
krümmte Fläche tüi 

r dw 


ist bei genügend kleiner kürzester Entfernung Qq des variabehi 
Punktes (x y z) von o) seinem absoluten Werte nach 


r— C 


WO c eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche ab- 
hängende Konstante vorstellt. 

Es ergiebt sich andererseits aber auch leicht bei Berücksiclitigimg des 
Integrales über die Kurve g bei genügend kleinem P'*^) 


d) 




doj ™ b 


wo b eine endliche Konstante vorstellt. Es folgt somit: 


abs. Ji << B 


P.(i' 


l-X 


<c.^ 


Qo 

/l— X 


”, (B endlich), 


(C endlich). 


Qo 

: falls /' << 1 — 1 

sinN’ 


eine Annahme, die uns freisteht. 
Andererseits ist: 

abs. J 2 <C. ^ 


,Cd(o 


(c endlich), 


<c.^, 


^»0 

D(e') 


1 — X’’ 


sin^-^'e’ 


(C endlich), 


es folgt so aus a) bei genügend kleinem 6: 

es Kur 


‘) Da der absolute Wert des Kurvenintegrales 

dff = endl. Konst. 


endl. Konst. 


wo A einen eciiten Brucii vorstellt: 

Zusatz 4 zu Villa). Verkleinert man bei den Voraus- 
setzungen und Bezeichnungen des Zusatzes 1 zu Villa) bei ge- 
nügend kleinem, festgehaltenen q den Winkel Ö genügend, so- 
bestellt die Formel: 


abs 


f , aw 

•h w 


8Wj= J(q') 

sin^O 


w’o l einen echten Bruch vorstellt und von 6 unab- 

hängig ist.'*') 

24 (24) Zum Beweise von A^IIIb) bilde man die Ableitung: 




= — H 


COS (ri^o) 


dw 


an einem Punkt (lo^oCo) der Aufsen- oder Innenseite von ra, dann ist 
wegen der Stetigkeit von Ä, wie nahe man auch an die Trenniingskurven 
lieranriickt: 


dj_ 



eos(rro) 

r2 


0 } 


dro 


± 27r B] 


da man nun in einem endlichen Gebiete um 


cos (rj'o) == !■ ’ I 


setzen kann, wo f stets endlich ist, folgt die Behauptung nach dem Beweise 
von VII c) (S. 94 bis 97). 

Der Beweis von Zusatz 1 und 2 von VIII b) ist genau derselbe, wie 
der Beweis von Zusatz zu VII c) (S. 98 bis 103), nur braucht eben der 
Beweis nicht auf tangentiale Eichtungen h' beschränkt zu werden. 

AVenn wir über die tangentialen Ableitungen von V an der Fläche 
bei Annäherung an die Randkurve resp. die Trennungskurven er etwas ausr 
sagen w^ollen, müssen wir die Voraussetzungen für B etwas enger fassen: 

Zusatz 3 zu Vlllb). Ist in dem Flächenp otentiale: 

V=Jh — 

M 


a auf ü} abteilungsweise eindeutig und stetig, sind seine ersten 
Ableitungen eindeutig und stetig, solange man sich in end- 

•) Es ist leicht zu übersehen, wie sich der Satz auch auf die Ableitungen 
dW „ , ' 

ausdehnen lässt, doch wmrden wir von- dieser Ausdehnung in dem vor- 

liegenden Buche keinen Gebrauch zu machen haben. 
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licher Entfernung von der Randkurve und einer endlichen Zaiii 
von Treniiiingskurven hält, wäliren.d bei genügender Aii- 
iiäheriiiig an dieselben die Relationen 


Q 


dB 

0h 


-Aq) 


erfüllt sind, so sind die tangentialen Ableitungen von V an 
der Fläche w in endlicher Entfernung von der Randkurve und 
den Tre nnungskurven eindeutig und stetig, während bei ge- 
nügender Annäherung an dieselben die Relationen 


gelten. 

Es folgt dies mit Hilfe der Formel 54) S. 42, wenn wir für den Augen- 
blick die Richtung h zur xAxe nehmen: 

0V ^^ cos(vj) cos (uz ) — cos (vz) cos ((xy) 


0h 


der 


m 

0 h' 


■ B cos(vh) (fji -f- f 22 -f- fsg) 


da> 


_ I Hcoa(.h) 


Dass; 


m 

ej |‘-dw = D(?), 


folgt entsprechend dem Beweise von VII c) S. (94 bis 97), andererseits ist: 

abs, e J H c • ? f ^ , (c endlich) 


< C * e 




WO l ein echter Bruch ist, und: 
Korn, Potentialtlieorie. 


25 
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ist eiidlicli*), 


G 


aiieil wenn man den variabeln Punkt an g iinendlicli nahe heranrüeken lässt. 

Wir sprechen weiter den folgenden Zusatz aus: 

Zusatz 4 zu VIII b). Verkleinert man bei den Bezeichnungen 
des Zusatzes 2 zu VIII b) und den Voraussetzungen des Zusatzes 8 
zu Vlllb) bei genügend kleinem, festgehalteneii p' den Winkel f) 
genügend, so besteht die Formel: 


abs. 



sin^O ’ 


WO l einen echten Bruch vorstellt und von 0 iiiiab hängig ist. 
Wir haben hierzu zu beweisen, dass: 


abs. q' 




'sin’^Ö 


ist. 


Es sei wieder ^3ie kürzeste Entfernung des variabeln Punktes (xyz) 
von w, Po ihr Fusspunkt auf w und Po der Wert von H in Po? dann ist: 

cos(rh') , ^ 

CO 

somit: 

' A c TT Tr\ cos(rh') , , 

ß — p j (P Pq) — — - cho -h J ((> ), 

(0 

und nun brauchen wur analog dem Beweise von Zusatz 4 zu Villa) nur 
wieder um Po ein Gebiet wj abzugrenzen, von solcher Beschaffenheit, dass 
der Abstand jedes Punktes des Gebietes ö; — von (xyz) gröfser sei als 
die Länge P, wo: 

. a-X' a endlich, h 

Vo<A'<iJ 


Es folgt dies leicht mit Hilfe der Identität: 


J.1— X 0Ö- 


cos (rer)) 4- (1 — X) 


cos^ (rtr) 

"” 7 , i"zrx ~ ; 


da nemlicli cos(r<r) von dem Punkte der Kuiwe, dem man sich nähert, an. 
resp. nach jeder Seite der Kurve bis zu einer endlichen Entfernung dasselbe 
Zeichen hat, so kann man auf diesen Kurventeilen 

= , 1 0(r^) 

dö- 

setzen, und man erhält bei der Integration lauter endliche Gröfsem. 
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dann gelangen wir in 
Zusatzes 4 zu VIII b). 


analoger Weise, wie dort, zum Beweise unseres 


• 1 villb) lässt noch eine Erweitei-ung auf den Fall zu, dass H 

Sich aus 2 r unktionen zusammensetzt: 


von denen fl» die Voraussetzungen des Satzes Vlllb) erfüllt, wälirend H 
überall auf m eindeutig und stetig sein soll, so lange man sich in endlicher 
Entfernung von einer endlichen Anzahl vereinzelter Punkte P, P, p 
auf der ßandkurve oder den Trennungskurven von o, hält, während’ he! 
genügender Annäherung an dieselben die Relationen: 


^ • Hj = aj + ^ ((>), (aj endlich) 

bestehen sollen. 

Es gilt die folgende 

Erweiterung des Satzes Vlllb). Setzt sich die Funktion H 
aus zwei Funktionen Ho und zusammen, von denen die erste 
die Voraussetzungen des Satzes Vlllb) erfüllt; ist ferner Hj 
auf w in endlicher Entfernung von vereinzelten Punkten 
la ••• Pji dei Fläche co eindeutig und stetig, während bei ge“ 
nügender Annäherung an dieselben Eelationen von der Form 


. j/j = aj + //(()), (aj endlich) 

bestehen, so setzen sich die normalen Ableitun*- 


gen aus 

. 0Vo , 0V, 

zwei i eilen g-- und — zusammen, von denen die ersteren die 


Eigenschaften der die letzteren die Eigenschaften der 


haben. 


aVo 


Der Beweis für ist derselbe, wie vorher, analog dem Beweise von 

VII c) (S. 94 bis 97); ferner ist in jener Betrachtung zum Beweise, dass bei 
genügender Annäherung an die Punkte Pj: 

dYi 

Q == Aj + D ((>), (Aj endlich) 


lediglich in Fig. 41 als Grenzkiirve der Gebiete 1 und 2 ein Kreisbogen 
mit dem Radius ~ um Pj als Centrum zu nehmen. 


Wir wollen an dieser Stelle einige Sätze einschalten, welche teilweise 
Er\veit<‘rüngen einiger Sätze des I. Teiles darstellen und jedenfalls ihrem 
Sinne nach zu dem I. Teile gehören, Sätze, von denen wir in Teil IV und 
V mehrfach Gebrauch machen werden. 

25 === 
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Wir sprechen zunächst die folgende Definition aus: 

Definition. Eine Funktion f der Stelle (if/C) auf der Fl iicii e 
üj wollen wir als regulär bezeichnen, w’enn für irgend zwei 
Punkte (wi j/j Cs) und (So ^2 C2) der Fläche, welche eine genügend 
kleine Entfernung haben, die Ilelation gilt: 

abs. (f, — f, ) = abs. [f (fa f,) — f (ij //, f, )] < A • r, 3 ^ ~ \ 

WO A eine endliche Konstante ist und 


ACl (in strengem Sinne). 

Wir können bei dieser Definition die folgenden Sätze ausspjreclieii : 
Satz 1 . Jedes Flächenp otentiah 



(/; 


ist, auch wenn man über lediglich die Vora,css<‘l.z)ing der 
Endlichkeit macht, auf o regulär, und zwar ist bei genügend 
kleinem 1*12: 

abs. (Vo - T,) ^ C • abs. Max. 

wo C und ;. von der Funktion ff völlig unabhängig sind und 
lediglich von der Gestalt der Pläclio tu abhängen. 

Wir denken uns zum Beweise um den Mittelpunkt 0 der Graden 
(i'i’Jifci) — (.‘ 2 ' 7 äi 2 ) eine Kugel mit dem Radius 


P—a- i-iä*-' 


OcF < 

, a endlich / 


die tu in der Kurve ? schneidet und iu einen und (S.,>;.,Co) ent- 

haltenden Teil wiund einen Teil tu -tu, zerlegt. Dann ist der von Üj — tu, 
herrührende Teil der Differenz V 2 — V, seinem absoluten Werte nach 


< b • abs. Max. ä - y , (b endlich), 

< B • abs. Max. H ■ (B ondlicli) ; 

der von w, lierrülirende Teil ist seinem absoluten Werte nach 

Wi 

< 2 abs. Max. flj ^ , 

"i 

< c • abs. Max. H • P, (c endlich) 
nach Formel 46) oder 47) des I. Teiles S. 38 und 39 , also 
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< a ■ c • abs. Max. 

abs. (Vs -- Vi) C C • abs. Max. eidlich, ^ 


WO C und l lediglich von der Gestalt der Fläche abliängeii. 

Satz 2a. Ist H auf einem stetig gekrümmten Flächenstücke 
ü) eindeutig und stetig, so sind die normalen Ableitiuigen 


0V 

^ 1 


-4~ 


dy 

L) 2 


a 

dt' i_ 


des Flächenpotentiales: 



j ’• 


CD 


auf der Fläche selbst reguläre Funktionen der Stelle auf co, und 
zwar ist die absolute Differenz ihrer Werte in zwei Punkt en mit 
genügend kleiner Entfernung rj 2 


< c ' abs. Max. II • ri 2 ^ ^ , 


/c endlich, \ 

V ^'<1 J 


wo c und r von der Funktion H völlig unabhängig sind und 
lediglich von der Gestalt des Flächenstückes w abhängen. 

Satz 2b. Ist z auf einem stetig gekrümmten Flächenstücke 
(jü eindeutig und stetig, so sind die Werte des Flächenintegrales: 

CO 


auf der Fläche selbst reguläre Funktionen der Stelle auf w 
und zwar ist die absolute Differenz ihrer Werte in zwe 
Punkten mit genügend kleiner Entfernung rj 3 


y . abs. Max. • 1*12 


i->: 


e n d 1 i c h 

rcl J 


wo y und X' von der Funktion z völlig unabhängig sind und 
lediglich von der Gestalt des Flächenstückes co abhängen. 

Beide Sätze folgen unmittelbar aus Satz 1, wenn man bedenkt, dass 
um jeden Punkt (^o^ufo) von co ein endliches Flächenstück abgegrenzt 
werden kann, in dem sowohl: 


als auch: 


wo f und F endlich sind. 


cos (rvo) = r • f, 
cos (rv) = r F 
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Satz 3a. Ist H auf der gescliloss eiien , stetig gekrümmten 
Fläelie w regulär, so dass bei genügend kleinem rjg: 

wo A und r von der Lago der Punkte auf der Fläche unab- 
hängig sein sollen, so ist für einen Punkt (xyz) der Normalen !■„ 
in irgend einem Punkte (fo%fo) der Fläche bei genügend kleinei° 
Entfernung q„' von (Iq'/oJo): 

9- r dw 

Wd^ Uf < (c, A -f- C, abs. Max. H) i ~ 


WO Ci Co zwei endliche Konstanten vorstellen, die lediglich von 
der Gestalt der Fläche abhängen, 


r 


1 

2 — r 


imd li eine ganz beliebige Richtung ist. 

Grenzen wir nemlich um (fo%?„) einen Flächenteil w, ab von solcher 
Beschaffenheit, dass die Entfernung jedes Punktes von (ro — w,) gröfsor ist 
als die Länge P, wo: 

SO kann 


P 


■Qo 


1- X' 

2- X' 


ebenso wie P durch Verkleinerung von e»' beliebig klein gemacht werden. 
Es ist somit bei genügend kleinem e„' nach dem Hilfssatze im Beweise von 
Zusatz 4 zu Mlla (S. 383) der von w, herrührende Teil des Ausdruckes- 
03 * 


(?0 


C 1 r 

J r'^ 


seinem absoluten Werte nach: 


< ?o' abs. Max. 

Qo 

^C.AP‘-^’, 

^ (A endlich) 

<eiAe„' 3 -X'^ 

herrührende Teil desselben Ausdruckes ist seinem absoluten 


) H (I^ 
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<> ^bs. Max. H • C3 


1 

1 


C3 abs. Max. B > Qq ^ ’ 

es bleibt somit lediglich zu beweisen, dass bei genügend kleinem 

^ , fScosh-i'o) cos(rh) — co3(»'ob) , = 

J = abs. eo I < C4 ^0 

m 

Nun ist: 

f 3 cos (i'i') cos (rh) — cos frb) ^ 

j ^.3 — J 


und es ist für (Oi: 


cos (in^o) == (rv) + * f 3 
COS (»'ob) == cos {vh) 4- ^ • F, 


wo Q die Entfernung von do nach (lo%Co) endliche Funktionen 

vorstellen. Es ist somit 


, „ f do 

t) 


OJi 


du) . , ( dw 

<^6 Qo \ J.3“ "" 

(x) — 0)i 


< C7 J® d- Cs 


^0 


<CI ^ 


1 

2 -r 


-Cg^O 


■ 2— X' 


wenn C4 == C7 + Cg, da 


i Qo 


1 

- 2-X' 


■ 2-X' 


^0 “ ' ^ Qo 3 

es ergiebt sich so die Behauptung, wenn man noch 

C2 == C3 4* C4 

setzt. 

Diese Untersuchung beweist zugleich den Satz 

3b. Ist zaufder geschlossenen, stetiggekrümmtenFläche« 

regulär, so ist bei genügend kleiner Entfernung Qo des van- 

abein Punktes (xyz) von w: 




wo h eine beliebige Richtung vorstellt. 



Wir werden auch zeigen, dass wir mit Hilfe derselben auch den 
folgenden Satz ausspx'echen können. 

Erweiterung des Satzes Vb). (S. 43). Der Satz Vb) ist für 
geschlossene,-'^-') stetig gekrümmte Flächen noch gültig, wenn 
wir von E lediglich Regularität auf lo voraiissetzeo, ohne dass 
wir über die Ableitungen von H irgend welche Annahmen zu 
machen brauchen. 

Die Stetigkeit der ersten Ableitungen folgt auch bei unendliclier An- 
näherung an cj aus 3a, da nach diesem Satze bei genügend kleinem die 
Ableitiiog an co in (lo%Co)-‘ 


dV 

0h 


0F 

0h 


l(xyz) 


4- E ((>o') 


ist. Zum Beweise der Formeln 56) (S. 44) grenzen wir um (<^o^/oCo) ein 
endliches Gebiet o)i ab, so dass in demselben: 


fl rj A „1 — X endlich, 

wo Q die Entfernung (|);0 — (^o'iofo) verstellt, dann brauchen wir nur zu 
beweisen, dass das Integral: 

j - A J -«^0- de _ H) d. 

(Ol (Ol 

zu null konvergiert, wenn wir w, immer kleiner und kleiner machen. Es ist: 

dw 


abs. J < A 




+x 


Nun folgt, wenn ? die Grenzkurve von ist, ( 14 : 1 ): 

1 -5^^^ — ff ^11 4- f 22 4- 4-1 cos(rv) 1 -f- A cos“(r*^) 1 


do> 


(Ol 


(Ol 


-f 


i rr cos(ry) cos(rz ) — cos(rz) cos(»'y) 
1-K^ [_ ~K ' 


cos(o’-x) 


cos(r2) cos (>'x) — cos (rx) cos (i-z) 

-t ___ cos(«y) 

-1- cos(i'y) — cos(ry) cosfrx) , . , . 

T- - j 


aus dem Stokessehen Theoreme, wenn man in demselben: 


;)1 


“ gleicW Weise für stetig gekrümmte Flüehen- 
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V =- cos(yz ) 

ly cos(rx) cos^'y) — co3(ry) cos(rx) 

v' • 

setzt. Es folgt iiimmelir, dass J durch Verkleinerung von to^ unter jeden 
Kleinheitsgrad herabgedriickt werden kann, mit Eiicksicht auf IVa) de& 
L Teiles und darauf, dass: 

$• 

Die Sätze 2a und 2b gestatten uns die beiden Folgerungen: 

4a. Ist n auf einem stetig gekrümmten Flächente il e oi- 
regulär, so gilt gleiches für die normaleir‘-'0 Ableitungen des- 
F 1 ä c 1 1 e n p 0 1 e 11 1 i a l e s : 



(O 


zu beiden Seiten der Fläche. 

4b. Ist X auf einem stetig gekrümmten Flächenteile la 
regulär, so gilt gleiches für die Werte des Fläclienintegrales 

CU 

ZU beiden Seiten der Fläche. 

Wenn wir von einer Funktion f der Stelle auf dem stetig gekrümmten 
Flächenstiicke (o sagen, dass sie regulär ist, solange man sich in endlicher 
Entfernung von der Trennungskurve hält, so soll eine Relation: 

abs. (f, - fj) < A 

bestehen, wo A endlich, Icl ist, wenn man sich in irgend welcher (im 
übrigen beliebig kleiner) Entfernung von der Randkurve hält-, bei unend- 

Man wähle s* so, dass seine Projektion auf die Tangentialebene in 
ein Kreis (R) sei, dann ist in (lo%Co)- 

I ~ <; endl. Konst, j endl. Konst, 

Für die Regiilarität der tangentialen Ableitungen (in endlicher 
Entfernung von der Randkurve) ist Regularität der ersten Ableitungen 
von H hinreichend, wie aus Formel 54) (S. 42) mit Hilfe von Satz 1 und 
4b folgt. 



liclier Annäliening an dieselbe darf aber nach Belieben A iiiiendlicli wachsen, 
die Grenze, unter der 1-12 liegen soll, zu null konvergierein 

Bei dieser Ausdrucksweise können wir die beiden folgenden Sätze 
ausspreehen : 

5a» Ist auf einem stetig gekrümmt en Flächen teil e 0,1 ein- 
deutig und stetig und sind seine ersten Ableitungen regulär, 
solange man sich in endlicher Entfernung von der Eaiidkurve 
hält, so sind die ersten Ableitungen des Flächenintegrales 

f cos(rr) ^ 

TV = U — 

0) 


bei Vermeidung der Fläche üj selbst und in endlicher Ent- 
fernung von der Eandkurve für jeden Punkt (xyz) des Eaiimes 
eindeutig und stetig, der auch von der einen oder anderen 
Seite unendlich nahe an die Fläche herantroten kann. Es 
gelten ferner an der Fläche w, wie nahe man auch an die Eand- 
kurve herantreten mag, die Eelationen: 


IW 
1 0X 


W 
dx 4 - 


— in 


dx 


1 

j 6 W i 

- in 

|0W 


0W 

1 Sy i- 

1 Sy !+ “ 


1 

~ 

dl' 


\dW 
I dz 


\dw 
I dz 


in 




Das folgt aus der Formel 59) S. 46 mit Hilfe der Erweiterung des 
Satzes Vb. (S. 392); in gleicher Weise folgt: 

5b. Ist auf einem stetig gekrümmten Flächenstücke m y. 
■eindeutig und stetig, und sind seine ersten Ableitungen regulär, 
solange man sich in endlicher Entfernung von der Eandkurve 
hält, so sind auch die tangentialen Ableitungen des Flächen- 
integrales 

(X) 

zu beiden Seiten von w regulär, solange man sich in endlicher 
Entfernung von der Randkurve hält, 

aus Formel 59) S. 46 mit Hilfe von Satz 1 und 4b. 

Den Satz 5 a kann man für geschlossene, stetig gekrümmte Flächen 
auch in folgender Form aussprechen: 

Erweiterung von IVc. (S. 48) Der Satz IVe ist für geschlos- 
sene stetig gekrümmte Flächen noch gültig, wenn man von 
den ersten Ableitungen von z lediglich Eeguiarität voraus- 
setzt, ohne dass wii über die zweiten Ableitungen von irgend 
welche Annahmen zu machen brauchen. 
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Man wird nach diesen Erweiterungen von Vb) und IV c) des I. Teiles 
auch die Sätze Via) und VI b) des III. Teiles (S. 192 und 196) dahin er- 
weitern können, dass für Via) bereits die Regularität von H auf co, für VIb) 
bereits die Regularität der ersten Ableitungen von 'a. auf 03 hinreichend ist. 

[Es sei beiläufig bemerkt, dass man in ähnlicher Weise auch die Sätze 
VI c) VI d) des I. Teiles über ßaurapotentiale erweitern kann: 

Erweiterung von VIc) und VId), Die Sätze VIc) und VId) 
des 1. Teiles (S. 63 und 66) sind auch d ann noch gültig, wenn 
man die Funktion E in dem Raume t lediglich als regulär vor- 
aussetzt, ohne über ihre ersten Ableitungen irgend welche 
Voraussetzungen zu machen. 

Mann wird dabei E in dem Raume r regulär nennen, wenn für 2 Punkte 
desselben bei genügend kleiner Entfernung 

abs. (Jäh E^) < A 1-12 endlich, l < 1).] 


(25) Es ist: 


•25 


cos m fii : 


iniö^ 


-he' 








wo i für den Augenblick die imaginäre Einheit, aa ... gewisse Zahlen- 
faktoren sind, oder: 

cos m 01 == 2 ^ cos Öi -h «2 ees ~ ^ 61 -h «4 cos ^ -h . . 

wo wiederum ««2 <^4 • • ? gewisse Zahlenfaktoren sind, da sich successive auf 
die Ausdrücke: 

^ i(m-2)9,^ Q — 2)8i^ ^i(Di — 4)6^ _f_ g ” i (m — 4) 9,^ ^ ^ ^ 


genau analoge Betrachtungen anwenden lassen. 



(26) 

Es 

1 ist: 









d 

LA 

ai 

1 

/dPui 

- 4. 

X 

-A-V 



dx 

l(yr- 


(Kl -x^f 

\ dx 



X" 4 

d2 

r 

n i 

1 

1 

f •^“Li 

, . X 


dLl 



L(J'i 

— X 

:f\ 

(rn 

r?ji [ dx" 



dx 

^ (1-: 





+ i 

X 

f 

[ dx 

+ 

X 

iäPni}’ 
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a 


- + 2i 


^ T ~b ^ (1 +x^) 1 , 

dx “M’ 
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hiernacli vdrd die Differentialgleicliuiig für wenn man noch mit 

( I" i — x-}^ multipliziert: 


(„_i) (n + i + I) + + 




(1 dx'^ +^‘l-x^ dx 


oder: 


■■ I. + .) - P.. - + (1 - x>) - 0 . 


( 27 ] Die Formeln 73 ) folgen, wenn man die Formeln: 
cosj sinsy = i sin (j -h s) <p — sin (j s) j , 


C 0 SJ 7 - COSSrp - 


^ == I [ C0S(j - 4 - S) (p + cos (j — s) rpj , 
sin j <p> sin srp = Ij^ cos (j - s) r - cos (j + s) (pj 


nach p zwischen den Grenzen 0 und 27 t integriert. 
28 ( 28 ) Es ist nach Anm. (-^): 


6 = 


1 r 

n- 1 


cosm 6 — «2 cos^"”^ 6 - a, cos”^“^ 6 




indem man auf cos™ ^ 6 , cos™ * 6 , . . . gleiche Formeln anwendet, folgt 
die Behauptung im Text. 

29 ( 29 ) Es ist: 

cos{fp — 

04 


Ö 

dfi 


r^i— ^»'i C03(y- y,) ,/ ' , 

j, ■ -Pn cos( 7 )— 

fl (<“ ■"' ~ 'fl)) 


^ [^'4i 4D cos(7^' — (441 + cos (7) ■— rp^)^ 

^ 2 44 i 4 - |r;'i cos {fp — 714 Pq' 4 . cos (<p — 714 ^^ ^ 


ferner : 
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0Pn (,«,«, + >')'i cos (»f — T-i)) _ 

~ " = ~ '''"I — 'fl) P])' (,««! + >')', oos('/: — yj)) 

S'^Pn (f«,“i + ''»'i cos (y - y,) 

■ 0 yä ~ f'i) P n"(,“ + >' »'i cos (y — y-i)) 

— cos(y - yj Pji' -t- i'j'j cos (y — yi)) 

der Ausdruck links in 81) ist somit: 

E5 n (n 4- 1) cos [ff — fp^fj 

— 2 tA.f.1^ + — ‘'-‘4" + COS (y — yj P/ (,u^i + n-, cos(y - yO) 


+ [(''i“!— i“'*’! cos(y— yi))“ +)',-sin-(y — yi)J cos(y— yO) 

EH n (ii + 1) I^n + ''>'i cos (y — yi)) 

— 2 jTi«/,«! 4- i'i'i cos (y — y,)J P^' 4- Wy cos (y - y,)) 


1 — + j'j/i cos (y — yi) 


P,/' + "''i cos(y — y,)). 


setzen : 


(30) Es ist, wenn wir, wie vorher: 


30 


Ö / i X i . i - 2 r 


1^. 

0^, 


_-P 0^ - {(' + 2) + if* ’'*} 


4- (i=^ ^ i A) fj 


El, 






8f^ 

4 

i (i 4- 1) fn 


i|4-Pv" 'fiii. 


Es wird somit: 


n (ii + 1) 


- 0 / 
'0^ 


"nui)] -i“"'"' 


fai 


n(n + ]) — i{i4-l) fn 


■(2H-.)^^-g^-4-(l-4-) g^, j 


und hieraus folgt die Behauptung im Text. 

(31) Es ist, wenn wir für den Augenblick unter i die imaginäre Ein- 31 

heit verstehen: 


32 


— j 2 cos n X + 2 —r~ OOS (n — 1) x + 2 “ -z ^ cos (n — 2) x + • • ■ 

oh I 1 I • ^ 

, 2n (2n - 1) ... (n + 2) 2n (2n _ 1) . . . (n + 1)1 

TToTTln-T) r.2 .. . n 

L 1 j 2 cos X + 2 cos 2 x + • ■ • 

(n + 1) (n -1- 2) 

n (n — - 1) . . . 2 • 1 
■*" ^ (n'+"iy(n +iy7T2 n ^ 


J 


'1-4-2 

2" (//(u))- l " n + 1 


L 2 V i OOS 1 X 

;2 l'- "Zj-* 77{n— j) ff(n +j) 


•2“ (/7(n))2 [ 

fo2] Es ist: 


äibs. [^f>(x) - «l>(bj)] dx < Gg, _ (aj - aj_^), 
ei J 1 J 

‘^j-1 

wenn wir unter absolut gi'öfsten Wert von ^P{x) — *^(bj) im 

j—l 'j 

Intervalle aj_^ a- verstehen, somit: 


abs.2^ F(bj)Ud>(x)-d»(bj)]dx'<abs. Max.F-^j C^a. ^ a.. (»j “ ‘'j-i) 




c;: abs. Max. F • G • (xo — x, ), 
ist; die linke Seite lässt sich daher durch 


w’enn G das gröfste G^^ 

‘j~l ‘“j 

Yergröfserung von n und Verkleinerung der Intervalle aj__j^ a,j unter jeden 
Kleinheitsgrad herab drücken. 
n (33) Es ist in 12.3): 

X.) 




4^{x) dx 


M = — 




Hm 2^ [F(bj)-F(bj._i)] 


somit, wenn wir den gröfsten Wert von 

Xa 
/» " 

i </>(x) dx 


i. 



mit Cx, (löii kleinsten mit K bezeichnen: 

K < M < G, 


Ist : 


X2 x., 

K = j*'/’ (x) dx, G = j '/• (x) dx, Ql ^ ^ 

« ß 

SO fnig'b Funktion: 

X 2 

i// (x) = j f/> (x) clx 

X 

ini Intervalle X 2 , also auch im Intervalle n /3 eindeutig und stetig ist, 
dass M in der Reihe der Werte liegen muss, welche ‘F im Intervalle n/ihat: 

M == ‘F ((>), (« $ n $ iS). 

Es folgt also jedenfalls: 

X2 

M = <l> (x) dx, (xi ^ < 3 : 2 ) • 

(' 

(34) Dass di(! Formel 135) wirklich eine Entwickelung nach allge- 34 
meinen Kugolfunktionen darstellt, geht daraus hervor, dass wir: 

P„ (cos y) = P„o Uc) P„„ (^.) + 2 i 2 Pui (0 Pui (^.) i 

setzen können und die Formel 135) die Gestalt erhält: 


0 


Ao J n 0 (Fi) + 2 ' i 


?^iSini9?i 


27T + 1 


^2n + l 

47?' 


Pu (-“) d,“ tiT-', 


0 - 1 


271 H-1 


.4 == .2 “ +i C r f (6, y) Pn i (.«) eos i V' d ^ d % 

271 //(n+i) ’ ’ 

2?! H“ 1 

«ni = j’ J f («- T) P„i W -»O 

0 —1 


i= 1, 2 ... 
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■S5 (35) Der Punkt — 1 ist der Sclmittpunkt der positiven x' Axe 

mit der Kugel, also der Punkt in dem ursprünglich eii Koordinaten- 

system: der Punkt — 1 ist dem ersten diametral entgegengesetzt, also 
den Punkt {n — 6 ^, in dem ursprünglichen System. 

M (36) Sind die ersten Ableitungen von f endlich, so folgt aus IdOa), 
140 b): 


» 47T 


27T 271 

^F(l, <r') d'f' + ^ (— 1 )“ JfI— 1 , v') d'f' 


R 

in 


STT-f-i 


CdF 

j 0K ^11 (4^'') 


4 F (1. ?') + y (- If F(- 1, ./) + 


0 — 1 


4- 1 = T ^ + -;y (- 1)" ' F(- 1. <P) + D,, 


wo D^, Da 4.1 durch Yergröfserung von n unter jeden Kleinlioitsgrad 
iierabgedrückt werden können, und hieraus die Behauptung im Text. 

57 (37) Es ist bei genügend kleinem P, wenn wir zunächst TrenniingS’ 

punkte in den Trennungskurven ausschliefsen: 

Wj (TO ' a>i 

wo stets endlich ist und die Integrale mit dem Index ö” über beide Ufer 
.aller Trennuiigskurven zu erstrecken sind. Nun ist: 

abs. o Ec < A • P^ “ \ 

P 

abs. ( Ep d(> < A • P^ 

J Of ^ 1 — A ’ 

0 

somit sind die beiden Integrale rechts durch Verkleinerung von P unter 
jeden Klein Iieitsgrad herab drück bar. Wir wollen hier auch den Fall von 
Trennungspunkten in den Trennungskurven' ausführlich abmach eii. 

Es mögen in einem Punkte N der Kugel beliebig viele stetig ge- 
krümmte Teile von Trennungskurven unter beliebigen Winkeln *4 Zusammen- 
treffen; wir konstruieren um N einen Kreis auf der Kugel mit genügend 
kleinem Radius, der von den genannten Zweigen der Trennungskurven 

Bei Ausschluss von Spitzen. 


(A endlich), 
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in den Punkten 1, 2...A geschnitten werde; wir bezeichnen 

jocl.es von den Kar von 


j 


-1’ i-i-i, -h 



begrenzte Flächenstück mit Oj 
iind haben zu zeigen, dass, wenn 
wir von «Oj einen Teil coy ab- 
treniien, von solcher Beschaffen- 
heit, dass alle Punkte des übrig- 
bleibenden Teiles von «"j ^ und 

ö-j eine greisere Entfernung ha- 
ben, als die Länge P, das Inte- 
gnü: 

rsF 

d<. 

“u 

durch. Verkleinerung von P unter 
jeden Kleinheitsgrad herabge- 
drückt werden kann. Der Beweis ist verschieden, je nachdem der Winkel, 
den er* und Uj ^ einschliefsen, n oder > n ist. 

Im ersten Falle existiert eine ganz in 
dem Gebiete «ij verlaufende Kurve ? von 
solcher Beschaffenheit, dass alle in dem 
Teile I liegenden Punkte von 
kleinere Entfernung haben, als von Oj, und 
dass alle in dem Teile II liegenden Punkte 
von (J* eine kleinere Entfernung haben, als 


.fBF 


^ d(o ■ 


Es folgt dann: 


^ di? d<F 4- \ e do), 







Fig. 93. 


WU) 0 r P und stets endlich ist, und daraus die Behauptung. 


In dem zweiten Falle kon- 
‘Striiieren wir den in N zu Oj _ 
iUnd den zu cij senkrechten Haupt- 
kreis 5j _ 1 und ?j und teilen da- 
durch toj in drei Teile I, II, III so, 
dass alle in dem Teile I liegenden 
Punkte von cTj _ ^ eine kleinere Ent- 
fernung haben, als von oj, alle in 
•dem Teile II liegenden Punkte von 
-öj eine kleinere Entfernung, als 
von öj _ und dass schliefslich alle 

Fern, PotetttiaJ.täeorie. 



26 
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in dem Teile III liegenden Punkte von N kleinere Abstände babeUj als- 
von anderen Punkten von öj und<rj_^. Dann ist, wenn wir wieder das 
Gebiet abscheiden und J den Teil von nennen, welcher in das 
Gebiet III fällt: 



wo Tj die Winkel sind, die die beiden Meridianebenen .c- "mit 

irgend einer festen durch N gehenden Meridianebene bilden; daraus folgt 
wieder die Behauptung. 

38 (38) Es ist jedes: 

b’‘ = (rriV^'rcosV, 

c^' = ( ^ 1 — siYip, 

somit, falls l grade ist = 2J: 

b’' c’- = ( j 1=7^)’' + cos* y. (1 - cos^ y) 

= ( cos + ;.) <r 

+ (I — ,“^) ( ^ 1 — /'*)* ^ ~ ^ cos (x + i. — 2) (p + ■ ■ . , 

WO €{Q(q- • . Zahlenfaktoren sind. Ist A ungrade = 2/i + 1, so folgt nach, 
dieser letzten Gleichung: 

b* e^' = I 1 — „„ cos (x + 2J) rp 

» + «, (1 — ,«-) ( J' l — 2 oog.(;j _|_ 2 _ 2) 

H j- 

Nun ist jedes: 

sin (f cos (z 4- 2J —2i)ip=~ [sin (z + A — 2i) <p 

— sin (;i -j- 1 — 2i — 2) (f]^ i == 0, 1, - . 
es wird also von der Form: 

b"" c^' = Po • ( l'' 1 — ^ 

+ F, -(H — + + . 

wo Fo, Fl - - • ganze rationale Funktionen von sind, 

^ (39) Ist z. B, X ungrade = 2j + 1, so ist: 

J (i, z, ;.) = Ja'H ^ cos* y sin^^ + ' <r d<* 

und muss verschwinden, da: 
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1 cos^ y (l cos^ rpY sin cpchp^ 

ganzen rationalen Funktion (cos (f) 

t) 

0 



= 0 . 


Analoges folgt, wenn i oder ’x. ungrade ist, da man die Poliirkoordi- 
naten beliebig auf die x, y oder z Axe beziehen kann. 

(40) Es ist, wenn wir für den Augenblick unter i die imaginäre Ein- 4§ 
iieit verstehen: 




1 


2 cos Y • 2 cos (2 j — 2) 9 4- 2 cos (2j — 4) 9 


somit: 


2Tt 


cos^^ fp dfp = 2n 


,._2.i(2.i-i) - • -g + i). 


1 . 2 ■ - • i • 2 ^j 


: 2?! 


g(2j ) 


(41) Mau braucht, wie mit Hilfe der Betrachtungen im 2. Kapitel 41 
leicht folgt, von vornherein lediglich noch von den zweiten Ableitungen 
voraussetzen, dass sie innerhalb t eindeutig und stetig oder selbst nur 
im allgemeinen eindeutig und stetig sind, ohne den Begriff der Potential- 
funktion einzuschränken. 

(42) Gäbe es aufser den Funktionen V und W noch eine andere 4ä 
Funktion U, welche die Bedingungen in Zusatz 2 zu IX a), resp. Zusatz S 

zu IXa), erfüllen, so wäre, wenn man 

XJ' = U — V resp. ü— -W 


setzte, das über den ganzen Kaum zu erstreckende Integral: 



0) 


wo V die innere Normale von d« vorstellt, somit — o, da ü und zu 

beiden Seiten der Fläche dieselben Werte haben sollen. Daraus folgt, es 
muss U' im ganzen Eaum konstant sein und zwar = o, da dies im Unend- 
lichen der Fall sein muss. n • t? 

■ (48) Um irgend welchen Misverständnissen vorzubengen, wollen wir U 

die folgenden Festsetzungen treffen: 
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Wenn wir sagenj eine allgemeine Potentialfuiiktion U soll die Rand- 
werte f an der Fläche o) besitzen, so soll, wenn man in irgend einem Punkte 
(lo?/oCo) der Fläche in irgend welcher (im übrigen beliebig kleiner) Ent- 
fernung von einer endlichen Anzahl von Trenniingskorven die Normale j'q 
errichtet und auf derselben in der Entfernung r den Punkt (I' T) markiert 
die Differenz 

U(<^ Üf (Io Vo Io) 


durch Verkleinerung von r unter jeden Kleinheitsgrad f herabdrückbar sein. 

0 D 

Wenn wir von einer normalen Ableitung - — in (lo%lo) sprechen, so 

C^'q 

wird die Voraussetzung gemacht, dass 


0Ü j 

S ''0 !( 5 ' r / C ) 


bei Verkleinerung von x gegen einen endlichen Grenzwert 


0Ü 

0^0 


gleicdimäfsig^^’) 


konvergiert, und wir sagen, die normale Ableitung von U an der Flüche w 
ist eindeutig und stetig, wenn dieser Grenzwert eine stetige Funktion der 
Stelle auf o) ist. 

44 (44) Es folgt dies, weil das uneigentliehe Integral: 


6 

r cie 




i) 




für Werte von die unter einer gewissen (endlichen) Grenze liegen, 
endlich, somit jedes Integral über die Ringfläche (()) von der Form J {q) wird 
Es sei hier noch hinzugefügt, dass der Satz auch ohne die Be- 
dingungen 5a) gültig ist. 

45 (45) Die Bedingung: 


^ f ^ cos (r»') 




dcj — J[q) 


in (20) im Satze IVb) und IV c), die Bedingung: 

0 


(R) 


^') d. li. es soll die Differenz: 

8^0 (?'>)' c) 9^0 

durch Verkleinerung von r unter jeden Kleinheitsgrad herabdrückbar sein 
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in (27), in deti Siitzen V und VI, die Rc'dinfiung'; 


in (52) nnd den Sätzen VII, die Bedingung: 


0^' 


. cos (iv/) 


dft> == J[q) 


in der Anm. S. 248 und im Satze sind ledigiicli hinzugefügt, um von 

vornherein den Integralen; 


(!?)■] 


ck' 


einen endlichen Grenzwert zu sichern; kann man die Existenz dieses end- 
lichen Grenzwertes auf irgend welchem anderen Wege, wenn auch nach- 
träglich, beweisen, so können die obigen Bedingungen fortbleiben. 

(46) Nur sind bei dem Beweise die Eingflächen ((>) um die Trennungs» 46 
kurven zu berücksichtigen; dass die Integrale über dieselben unter jeden 
Kleinheitsgrad durch Verkleinerung von q herabdrückbar sind, folgt, wie 

in Anm. (44) die analoge Behauptung. 

(47) Statt der Endlichkeit der zweiten Ableitungen genügt nach Er- 47 
Weiterung von IV c in Anm. (-^) auch die Eegularität der ersten Ableitungen 

in endlichen Entfernungen von den Trennungskurven oder irgend welche 
Bedingung, welche die Eindeutigkeit und Stetigkeit aller ersten Ablei- 
tungen von 


W Cü 


cos(r>') , 

dw resp 


.. eosk'jd . 
. 1 - - 

r“ 

d 


in endlicher Entfernung von den Trennuugskurven Gewähr leistet. 

Für den ersten Teil des Satzes V, die Darstellung der Funktionen 
Uj und für den Innen- resp. Aufsenraum einer Kugelfläche (R) in 
der Form: 


ü- 


ü. 


-i. 

2?! 






dw 


(R) 

_ J_ 
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(R) 




4- 


(R) 

l 

47rE 

(H) 


, dc> 


lassen sich die Bedingungen noch weiter fassen: 


*) oder 



dr 
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Zusatz zu V- Ist f eine eindeutige und stetige Funktion 
aler Steile auf der Kugelfläelie (ß), deren erste Ableitungen 
eindeutig und stetig sind, solange man sich in endlicher Ent- 
fernung von einer endlichen Anzahl von Treniiungskiirveii 
halt, während bei genügender Annäherung an dieselben die 
ß ela tionen: 


Q 


dh 


= D{e) 


■orfüllt sind, so sind die Funktionen: 




COS (iw) 


dft) - 


IttR 

(R) (R) 

TT 1 r i? j 

^ 27t ] I- 4nR j 

(R) (ß) 


rlj; r 

r 


dw 


in denen r die innere Normale des Elementes dw vorsteilt, die 
stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. 
Aufsenranms der Kugelfläche, w’elche an derselben die Rand- 
werte f besitzen. 

Die zum Beweise notwendigen Entwickelungen nach Kugelfunktionen 
(vgl. IIL Teü, IV. Abschnitt, 2. Kap. § 3, S. 210—212) der Integrale 


I 


f— und 




(R) (E) 

gelten Her nach ^ c) des IL Teiles an der Kugelfläche und nach Zusatz 
zn Y a) für jeden Punkt mit einer Centraldistanz ; 


Ri R? 
Ra>R> 


(in strengem Sinne) 


und die obigen Integrale konvergieren mit abnehmendem 


R — resp. — R 

gleichmässig gegen ihre Randwerte an der Kugelfläche. 

(48) Aus der Art der Transformationen 58 (59) folgt, dass wenn die 
Funktionen resp mit Bezug auf die Fläche (o die Voraussetzungen des 
Satzes IV c) erfüllen, auch die Voraussetzungen des Satzes V für die 
Funktionen in bezug auf die Kugelfläche (R) erfüllt sind; dasselbe gilt 
auch, ivenn man als Voraiissetzungsn dieses Satzes (vgl. Anm. 47) au Stelle 
■der Endlichkeit der zweiten Abteilungen von in endlichen Entfer- 

*) Für eine erste Übersicht der Verhältnisse geht man am besten 
von dieser weiten Annahme aus, indem man auch noch die Eindeutigkeit 
und Stetigkeit der ersten Ableitungen, Endlichkeit der zw'eiten Ableitungen 
von cos (fx), cos (j^j), cos {rz) auf den stetig gekrümmten Teilen von oj 

Mnziinimmt. 
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mmgen von den Trennungskurven lediglich die Regularitäfc der ersten Ab- 

rleitiingon vorauHsetzt. 

,19) Aus der bekannten üngleicliuDg: 



n 

1 


1 




folgt die üngleicluing: 


d(jj 


■p‘ 


dw • 1 }p^ don 


(50) Hält man sich zunächst in endlicher Entfernung von den 5§ 
Trenn ungskiirven, so kann man ein endliches Gebiet abscheiden, 
welches die Trennungskiirven enthält und von (xyz) endliche Entfernungen 
hat, während der übrige Teil «2 von co nur endliche Entfernungen von 
den Trennnngskitrven hat. Es ist dann der von a >2 herrührende Teil von 
Itj seinem absoluten Werte nach 

c;;^ endl. Konst, /d, (nach IV a) des 1. Teiles und der ersten Formel 174)5 
der von herrührende Teil: 


folglich: 


< 2^ |/ j (Wj - Cj)- da> dw [nach Anm. (")], 

(Ü2 0)2 

•< endl. Konst. .J, nach 148), da L < ./, 
abs. Uj <C « (« endlich). 


Nähert man sich dagegen den Trennungskurven auf lo selbst oder 
einer Fläche, welche mit den Teilen von w von null verschiedene Winkel 
einschliefst, und bezeichnet man mit q den kürzesten Abstand des variabeln 
Punktes von den Trennungskurven, so ist: 

, _ endl. Konst. - 1 / ^ j ^ 

abs. Uj < j/ \ (Wj — Cj)2 do) j — ä(o 

tx) 0) 


(genau analog der Untersuchung S. 20.5— 26' i). 


(nach 148)), {ß endlich). 


(51) Sei nämlich zunächst j grofs genug, dass bei beliebig kleinem ^ 51 


abs. 


dy 


dann folgt nach 180a) und 180b), sowie infolge der Formel: 
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180c) abs. < (endl. Konst.) A^, (A endlicb) 
die aucli bei unendlicher Annäherung an die Treniiungskiirven gilt: 

i < [r- B log p + C A^ * p] S, (r, B, C endlich) 
wo P eine beliebig klein zu wählende Länge vorstellt; wir setzen: 



dann folgt: 

^ji < + j ^ endlich) 

lim %: 1 = 0 , 

j = 00 

da infolge 

lim j2Tji= lim fTjJ^ = 0, 

j = 00 J = 00 

auch : 

0 Wii 

lim j = lim j -7; — ~ 0 , 

j = 00 Ol' j = 00 Öv 

somit auch: 

lim j-^ = 0. 

j = CO Oy 


52 (52) Wir werden unsere Sätze lediglich für den Fall konstanter 
Sprünge in den Trennungskurven zur Anwendung bringen; für den allge- 
meinen Fall sei hier an die Bemerkung in Anm. (‘'^') erinnert; wir müssen 
die — für unsere Fälle von selbst erfüllte — Bedingung hinzufügon, dass 
für zwei Punkte (Ij tj) und (I 3 73 C 2 ) der Trennungspunkt in genügend 
kleiner Entfernung Tjs die Sprünge ip die Kelationen erfüllen: 

^•2 — ’A ^ (Ls)- 

53 (53) Die durch die Neumann’sche Methode konstruierten stetigeiiy 
allgemeinen Potentialfunktionen, welche eindeutigen und stetigen Rand- 
werten f entsprechen, sind stets zugleich reguläre, allgemeine Potential- 
fimktionen, da sie von der Form sind: 

reg. allg. Potf. -L 

10 

wobei W selbst von der Form ist: 

C eos (rr) 

W = J X do), 

Ü) 

der zweite Teil der Neumann’schen Funktionen hat daher nach Satz 2b 
und 3 b der Anm. ("^) die Eigenschaften regulärer, allgemeiner Potential- 
fimktionen in der Nähe der Trennungskurven, und zwar nicht blos in der 




W„ + W, 


cos (iv) dtu, 
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Nähe der Tronmingskurvcn in bezng auf f, sondern in der Nahe irgend 
einer beliebigen auf w konstruierten Trenuungskurve. 

(51) Für den Fall, dass die Fläche co aus zwei getrennten Teilen ai 
CO «. besteht, an deren einem eine gegebene stetige allgemeine PotenUal- 
funktion die Werte 0, an deren anderem sie die Werte 1 besitzt ergiebt 
sich falls die Fläche w' ganz innerhalb des von w, «j begrenzten Gebietes 
liegt, bereits aus Zusatz 4 zu VII dos IIL Teiles der _ 

Zusatz zu IX. Ist U die stetige, allgemeine Potential- 
fnnktion des von zwei getrennten Flächen «,«2 begrenzten Ge- 
bietes, welche an der Fläche 01 , die Randwerte null hat, wah- 
rend sie an der Fläche der Ungleichung genügt: 

abs. U 

wo r eine endliche Konstante vorstellt, so ist auf irgend einer 
Fläche welche ganz innerhalb jenes Gebietes verlauft. 

abs. U ^ ^ 

wo i einen echten Bruch vorstellt, der lediglich von der Ge- 
stalt und Lage der Flächen «’ ahhangt. ) AM„;t„„„en 5» 

155) Der Satz gilt auch dann noch, wenn nur die ewten Ableitungen 

/to »«» En.tan..g v.„ . ..d 
regulär sind und bei genügender Annäherung an diese Kurven die Relatio 

=D((?), 


eh 

0 

' 0»^ 


^ cos (r^^) , 
f — ^5 — = 




0 ^ 


^ cos(r?0 , 
f — 




(e) 


erfüllt sind. . xrAvetflnden werden, dass die 5^ 

(56) Bei dieser Ausdrucksweise möge ^ 
betreffenden normalen Ableitungen sich aus zwei ei 

Hq und Hl 

^ atc+ati bei £fenü£render Annäherung an ß 

zusammensetzen, von denen die eisten bei ge ä 

den Relationen: 

qHo = 4q) 


Es folgt hieraus im besonderen: ^ geschlossenen 

Ist U, eine Potentialfunktion des ^ r, so ist 

Fläche (0, und . an derselben j 

Wj (U 2 abhängt. , 



410 


genügen, während in irgend welcher Entfernung von vereinzelten 
Punkten eindeutig und stetig ist und bei genügender Annäherung an die- 
selben den Eelationen: 

abs. oH, < endl. Konst. 

genügt. 

'57 (57) Nachdem man mit Hilfe einer Schwarz’scheii Operation zur 

Kombination zweier Flächen gelangt ist, kann man dieselbe zur Kombi- 
nation dieses Komplexes mit einer dritten Fläche verwenden '0 und so fort. 
58 (58) Man braucht die Schwarz’schen Methoden nur unter den in 

Anrn. gegebenen Bedingungen in Anwendung zu bringen, 

(59) Ebenso, wie: 

; ü w A. abs. Max. z, (A endlich), 


abs. 


so ist: 


abs. 


Oy 


. dw 


H- 


<^A. abs. Max. (A endlich). 


60 (60) Sind lediglich die ersten Abteilungen von f auf w regulär, so ist 

zunächst: 

cos (r/') 


r ^ 

.! Oy r 


(x) 


-f 




“dw, im Aussenraume, 


im Innenraume 


Potentialfunktion des Innenraumes, sowie Aussenraumes nach Erweiterung 
des Satzes \ b) des I. Teiles in Anm. (-^j ferner folgt die Konvergenz und 
Eegularität der Eeihen: 

023 . 023 , 

0r 0/"^“' 

genau wie früher. 

«1 (61) Man kann mit Rücksicht auf die Anm. (“) aucli hier mit der 

Eegularität der ersten Ableitungen von f an Stelle der Endlichkeit der 

zweiten Ableitungen auskommen. 

«3 (62) Wir brauchen in dem Beweise (S. 848) die Eegularität der ersten 

Ableitungen von f nur zum Nachweis dafür, dass die ersten Ableitungen 

von: 

*■ — sj’l“" 

tx) 

*) Wir bezeichnen diese Kombination auch wieder kurz als eine 
Sehwarz’sclie Operation. 
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regulär sind; das folgt aber mit Hilfe der Formel: 

dx Stt ^ ^ r- 


0f 

in 


■ f cos (»'x) (fii + ^22 4- fsa) 


dw 


(Formel 54. S. 42) 


bei beliebiger xRiclitimg nach Satz 1 und 4b in Anm. (- ) beieits aus der 
Endlichkeit der ersten Ableitungen von f. 



